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CHAPITRE  I. 

ÉTUDE  DES  COURBES  QUE  L'ON'  PEUT  TRACER 
SUR  UNE  SUUFACE  DONNÉE. 


I.  —  De  l'indicatrice. 

JNous  avons  appelé  indicatrice  en  un  point  M  d'une  surface 
la  courbe  semblable  à  la  section  faite  dans  la  surface  par  un 
plan  parallèle  au  plan  langent  en  M,  mené  à  une  distance 
infiniment  petite  de  ce  plan,  le  rapport  de  similitude  étant  de 
l'ordre  de  la  racine  carrée  de  cette  distance. 

Cherchons  l'équation  de  l'indicatrice  au  point  M  d'une  sur- 
face dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  x^  y,  z.  Soit 
toujours 
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'^        Ox  ôy  ox-  dxôy  dy 
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l'équation  du  plan  tangent  en  M  sera 

et  l'équation  d'un  plan  parallèle  infiniment  voisin 

(I)  Z-z^-p(X-x)^giY-y}-h. 

L'équation  de  la  surface   })eut,    en   vertu  de   la  formule  de 
Tavlor,  se  mettre  sous  la  forme 


(V 


:7>(X  — ,r)--^(Y— j) 
-r-  ^[r{X  —  Ty-  ~h  2s{X  —  :r)(Y  —y)^  tÇY  ~yy-]-^  .  . . , 


Son  intersection  par  le  plan(i)  aura  pour  projection  sur  le 
plan  des  û^,y  une  courbe  représentée  par  l'équation 

Il  =\[{X  —  xy-r-^i{X  —  x)(\~y)s^[Y  —yy-t]  —  . . .; 

si  l'on  remplace  — par  ç,     ,,^  '_  ■  parr,  et  si  l'on  fait  tendre  h 

vers  zéro,  on  aura 

I  =  r;-  -~  25;-/;  -r-  f  r,-  : 

c'est  l'équation  de  la  projection  de  l'indicatrice,  supposée 
placée  dans  le  plan  tangent  en  M.  On  suppose  ordinairement 
le  centre  de  l'indicatrice  placé  au  point  M;  les  équations  de 
cette  courbe  sont  alors 


Z  —  z  ^-  p{X~  x)-^  q{Y  —  Y), 

ir^  r{X-^  xy-is(X-  x)iY  -y) -'^  i{Y  -yy, 


(3) 

et  la  première  n'est  autre  que  celle  du  plan  tangent  en  M. 


Remarque  I.  —  La  section  d'une  surface  par  son  plan 
tangent  présente  un  nœud  au  point  de  contact,  les  tan- 
gentes au  nœud  sont  les  asymptotes  de  l'indicatrice. 

En  effet,  si  l'on  coupe  la  surface  (2)  par  son  plan  tangent 
en  x^y,  z  dont  l'équation  est  la  première  équation  (3),  on 
trouve,  pour  l'équation  de  la  projection  de  l'intersection, 

0=  ^^[r(X~xy-~^2s{X  —  x){Y  —y)  —  t{Y  --yy]-^...: 
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le  point  {jCy}')  de  celte  courbe  est  un  nœud,  dont  les  tangentes 
sont  précisément  représentées  par  le  terme  de  degré  le  moins 
élevé  égalé  à  o,  à  savoir  par  l'équation 

r{X  —  xf  —  is{\.  —  x)yX  —  y)  —  t{Y  —  yy-  —  o. 

C'est  l'équation  des  asymptotes  de  l'indicatrice  (3). 

Rkmarquk  II.  —  L'indicatrice  est,  comme  on  l'a  déjà  dit. 
une  conique,  du  moins  quand  /•,  s,  t  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois. 
Si  /•,  5,  t  sont  nuls,  en  construisant  une  courbe  semblable  à 
la  section  parallèle  au  plan  tangent,  on  peut  encore,  en  choi- 
sissant convenablement  le  rapport  de  similitude,  obtenir  une 
<'Ourbe  de  dimensions  finies,  en  général  du  troisième  degré, 
(pie  nous  appellerons  encore  pour  le  moment  indicatrice.  Le 
plan  langent  coupe  alors  la  surface  suivant  une  courbe  à 
nœud,  dont  les  tangentes  sont  encore  les  asymptotes  de  l'in- 
dicatrice du  troisième  degré  ou  de  degré  supéiùeur  dont  il 
vient  d'être  question. 

La  démonstration  de  ce  fait  est  en  tout  point  semblable  à 
celle  que  nous  venons  de  faire. 

Pour  terminer  ces  notions  sur  l'indicatrice,  nous  ferons 
encore  observer  que,  si  une  surface  est  donnée  par  une  équa- 
tion de  la  forme 

/(•^>  JK, -)  =  o 
et  que  Ton  fasse 

'If  _f  ^f  _f  'If  _  f 

dx  ~-^"         Oy  ~-^-'        ôz  ~J^' 

dx-^~-^'''         dxdy'-f''' 
les  équations  de  l'indicatrice  en  x,y,  z  seront 
/  /,(X  -  x)-^MY  _jK)-/3(Z  -  ^)  -  o, 

la  première  d'ailleurs  n'est  autre  que  celle  du  plan  tangent. 
En  effet,  réquation/"(X,  \,  Z)  =  o  de  la  surface  peut  s'écrire, 
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en  vertu  de  la  formule  de  Tajlor,  en  observant  quey(a:.  )',  z) 
est  nul,  le  point  (^,  y,  z)  étant  sur  la  surface, 

o  =  /.(X-^)+/,(Y-j)-/3(Z-^) 

-i-K/ll(X-:r)'--....+  2/23(Y-7)(Z-^;-^...]-^...; 

l'intersection  par  le  plan 

|)arallèle  au  plan  tangent  et  infiniment  voisin  de  ce  plan,  est 
donnée  par  la  formule 

2/^=/u(X-^r--^...-^2/23(Z-^)(Y-J) --.... 
Les  équations  (4)  sont  évidemment  celles  d'une  courbe  sem- 
blable,   le    rapport    de    similitude    étant  —,—-■>   pour  A=o. 

Donc,  etc.  c.  q.  f.  n. 

Les  asymptotes  de  l'indicatrice  ont  alors  pour  équation 

Parmi  les  tangentes  en  un  point  d'une  surface,  il  y  en 
a  qui  ont  un  contact  cV ordre  supérieur  :  ce  sont  les  asym- 
ptotes de  V indicatrice. 

En  effet,  si  l'on  coupe  la  surface 

/(X,  Y,  Z)  =  o 
par  la  droite 

X  =  a7^ap,         Y=jK-+-p?,         Z  =  :;  — Yp, 

qui  passe  par  le  point  (^,  y,  ^)  de  la  surface,  et  dont  les 
cosinus  directeurs  sont  a,  ^,  y,  on  trouve  l'équation  en  p 

/(^,  7,  ^)  -4-  p (  a/,  -h  p/o  -^  y/s) 

-+-  —  (a-/ii-^--  .-^2J3y/23  +  .--)-+-£  =  o, 

£  désignant  un  terme  du  troisième  ordre.  Or  f{x,  y,  z)  est 
nul;  si  l'on  suppose  que  la  direction  a,  [3,  y  est  dans  le  plan 
tangent,  le  terme  en  p  est  nul;  enfin,  si  l'on  suppose  que  la 
direction  a,  [j,  y  soit  celle  d'une  asymptote  de  l'indicatrice, 
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d'après  ce  que  Ton  vient  de  voir,  le  coefficient  de  p-  sera 
nul,  et  l'équation  qui  donne  o  aura  trois  racines  nulles;  les 
asymptotes  de  l'indicatrice  rencontrent  donc  la  surface  en 
trois  points  confondus;  elles  sont  donc  osculatrices  de  la 
surface,  ce  qui  leur  a  fait  donner  le  nom  de  tangentes 
inflexion  ne  lies . 

II.  —  Des  courbes  conjuguées. 

Deux  familles  de  courbes  tracées  sur  une  même  surface 
sont  dites  conjuguées,  lorsqu'une  courbe  de  la  première 
famille  coupe  toujours  une  courbe  de  la  deuxième  famille  en 
un  point  tel  que  leurs  tangentes  en  ce  point  soient  des  dia- 
mètres conjugués  de  l'indicatrice.  Deux  familles  de  courbes 
conjuguées  forment  un  réseau  conjugué. 

Cherchons  la  condition  pour  que  deux  familles  de  courbes 
soient  conjuguées.  Soient  dx,  cly,  dz  les  projections  d'un 
déplacement  effectué  à  partir  du  point  (x,  y,  z)  sur  une 
courbe  de  la  première  famille;  ojc,  oy,  Zz  les  projections  sur 
les  axes  d'un  déplacement  effectué  à  partir  du  même  point 
{x,y,  z)  sur  une  courbe  de  la  seconde  famille.  Pour  que  les 
deux  directions  dx,  dv,  dz  et  ox,  o}',  oz  soient  conjuguées, 
il  suffit  que  leurs  projections  le  soient  par  rapport  à  la  pro- 
jection de  l'indicatrice  sur  le  plan  des  xy;  or,  si  l'on  se  rap- 
pelle l'équation  de  l'indicatrice  donnée  au  paragraphe  pré- 
cédent 

/■X-  —  ïsW  —  t\-  =  i, 

les  directions  en  question  seront  conjuguées  si  l'on  a 

( ! )  r  dx  rjx  -^  s{ dx  oj-  —  dy  r,x)—  t  dv  oj'  =  o. 

En  général,  l'équation  d'une  famille  de  courbes  sera  réduc- 
tible à  la  forme 

'^{x,  j',  ;:.  a)  =  o, 

a  désignant   une  constante  arbitraire;  l'élimination  de  a  et 
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de  z  enlre  cette  équation,  l'équation  de  la  surface  et  léqua- 
tion 


donne  une  relation  entre  x,  j',  dx  eldj',  d'où  l'on  conclut  le 
rapport  ~;  en  remplaçant  dans  (i)  -~-  par  sa  valeur,  on 
obtient  une  équation  de  la  forme 

G  007  +  H  ôj'  =  o, 

qui  est  celle  de  la  famille  conjuguée. 

Parmi  les  réseaux  conjugués  que  l'on  peut  tracer  sur  une 
surface,  on  distingue  : 

i*'  Les  lignes  asymptotiques,  tangentes  en  chacun  de  leurs 
points  aux  asymptotes  de  l'indicatrice.  Leurs  équations  diffé- 
rentielles s'obtiendront  en  écrivant  que  les  directions  c/x,  dy 
et  ox,  oy  coïncident;  la  formule  (i)  devient  alors 

( 2 )  /■  dx-  -^  ïs  dx  dy  -^  t  dy-  =  o. 

Telle  est  l'équation  différentielle  des  asymptotiques;  ces 
courbes  ne  sont  réelles  que  si  l'on  a  rt  —  s'-<io.  Si  l'on 
observe  que  l'on  a 

d- z  ^=  p  d-x  -^  q  d-y  -i-  r  dx-  -^  ns  dx  dy  -j-  t  dy-, 

la  formule  (2)  s'écrira 

—  d-  z  -  -  p  d-  X  —  q  d-y  =  o  ; 

elle  exprime  que  la  direction  d'-x,  d'y,  d-z  de  la  normale 
principale  est  perpendiculaire  à  la  direction  y;,  q^  — 1  de  la 
normale  à  la  surface;  donc  le  plan  osculateur  est  perpendi- 
culaire à  la  normale  à  la  surface.  Ainsi  : 

Théouème.  —  Les  asymptotiques  sont  caractérisées  par 
ce  fait,  que  leur  plan  osculateur  est  tangent  à  la  surface. 

2°  Les  lignes  de  courbure  sont  des  lignes  tangentes  en 
chacun  de  leurs  points  aux  axes  de  l'indicatrice;  ce  sont  des 
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lignes  conjuguées  orthogonales;  on  obtiendra  leurs  équations 
en  écrivant  que,  non  seulement  l'équation  ^il  a  lieu,  mais 
encore  la  suivante 

dx  oj:  --  dv  oy  —  dz  0^=0 
ou 

dx  ox  —  dy  r>y  —  {p  Zx  -V-  q  ly  )( p  dx  —  q  dy  )  =  o, 

c'est-à-dire 

dx  OvT  (  I  -r- p'-)  -+-  rfr  ci/  (  I  —  q'-)  —  pq  (  ox  dy  —  Zy  dx  )  =  o. 

bi,  entre  cette  équation  et  (i  ),  on  élimine  le  rapport:^  7  on 

trouve  l'équation  des  projections  des  lignes  de  courbure  sur 
le  plan  des  xy, 

—  r  dx  [(  I  —  q-)dy  -^  pq  dx  ] 

-^  s  !  dx[[i  — p-)dx  —pq  dy]  —  dy{(i  -r-  q-)dy  —  pq  rf:r]j 

—  /  dy  [  (  I  ^  p-)  dx  —  pq  dy]  —  o 
OU 

dy-\pgt  —  (i^g-^s] 

-^  dx  dy[{i  -i- p-)  i  —  {i  —  q'-)'']  —  dx-[pqr  —  1  i  — p-\s]  =  o. 

On  aurait  obtenu  la  même  équation  en  éliminant  -~  :  cela 

se  comprend  a  priofi,  l'équation  obtenue  devant  donner  un 
réseau  de  courbes. 

Les  lignes  asyniptotiques  ont  évidemment  pour  bissectrices 
les  lisrnes  de  courbure. 


III.  —  Théorèmes  de  Dupin  et  de  M.  Reina  sur  les  lignes 
conjuguées. 

Considérons  un  plan  tangent  en  x,  y,  z-  k  une  surface  quel- 
conque :  l'équation  de  ce  plan  sera 

(i)  Z  —  z=p{X-x,-q{\—y), 

,  ,   .  „  ,  ,    ,,  i)z        dz     c- 

p  el  q  désignant,  contormement  a  1  usage,  —  et  —  •  buppo- 
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sons  quelepointde  contact  (j:,j-,  z)  se  déplace  infiniment  peu 
sur  la  surface  de  la  quantité  dx,  dy,  dz  :  le  plan  tangent  se 
déplacera,  et  l'équation  du  plan  tangent  infiniment  voisin 
pourra  être  remplacée  par  la  différentielle  de  (i),  à  savoir 

—  dz  =  — p  dx  —  q  dy  —  \X^  x)dp  —-  (Y  —y)dy 
ou 

(2)  o  =  (X  —  x){r  dx  —  s  dy^  —  (Y  — y){s  dx  —  t  dy), 

/■,  5,  t  désignant  les  dérivées  secondes  de  z.  Les  équations 
(i)  et  (2)  sont  celles  de  l'intersection  de  deux  plans  tangents 
infiniment  voisins  :  ce  sont  les  équations  de  la  génératrice 
d'une  développable  circonscrite  à  la  surface  suivant  l'élé- 
ment de  courbe  dx,  dy,  dz\  (2)  est  l'équation  de  la  projection 
de  cette  génératrice  sur  le  plan  des  xy\  les  coefficients  direc- 
teurs de  cette  projection  sont  /-c^^r  -j-  scly  et  ■ —  ( sdx  4-  tdy). 
Si  l'on  prend  pour  plan  des  xy  le  plan  tangent  en  x,  y,  z  et 
pour  plan  des  xz  et  des  j^;:;  les  sections  principales,  les  coeffi- 
cients directeurs  seront /'c/o:  et  —  tdy,  en  sorte  que  la  tangente 

de  l'angle  que  fait  la  génératrice  avec  l'axe  des  x  est  —  ttt  ' 

le  produit  de  cette  tangente  par —-?  tangente  de  l'angle  que 

la  direction  dx,  dy  de  la  tangente  à  la  courbe  de  contact  fait 

avec  l'axe  des  ^,  est ;  donc,  l'équation  de  l'indicatrice  étant 

/•X-  -}-  / Y-  =:=  I ,  on  peut  dire  que  : 

Théorème  de  Dupi^.  —  Si  une  développable  est  circon- 
scrite à  une  surface,  la  génératrice  qui  passe  en  un  point  M 
de  cette  surface  est  conjuguée  de  la  tangente  en  M  à  la 
courbe  de  contact  par  rapport  à  V indicatrice. 

Il  résulte  delà  que,  si  l'on  circonscrit  une  suite  de  dévelop- 
pables  à  une  surface,  les  courbes  de  contact  et  les  courbes 
tangentes  aux  génératrices  des  développables  seront  des 
courbes  conjuguées. 

Réciproquement,    si  l'on   considère   deux  systèmes   de 
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courbes  conjuguées  sur  une  surface; si,  tout  le  long  d'une 
courbe  du  premier  système,  on  mène  des  tangentes  aux 
courbes  du  second  système,  ces  tangentes  formeront  une 
développable  circonscrite  à  la  surface. 

En  efTet,  nous  allons  prouver  que,  le  long  de  la  courbe  du 
premier  système,  on  peut  circonscrire  une  développable  à  la 
surface  ;  cette  développable  existant,  les  tangentes  aux  courbes 
conjuguées  ne  pourront  être  que  ses  génératrices.  Pour 
prouver  celte  assertion,  nous  observerons  que  les  plans  tan- 
gents, tout  le  long  de  la  courbe  en  question,  enveloppent  une 
développable  qui  toucbe  la  surface,  puisqu'elle  a  même 
plan  tangent  que  cette  surface  au  point  où  elle  est  touchée 
par  son  plan  tangent. 

Pour  que  la  courbe  de  contact  d'une  développable  circon- 
scrite à  une  surface  soit  l'arête  de  rebroussement  de  la  déve- 
loppable, il  faut  que  la  génératrice  de  la  développable  soit  sa 
propre  conjuguée;  elle  doit  donc  être  une  asvmptole  de  l'in- 
dicatrice; la  courbe  de  contact  doit  donc  elle-même  être  une 
ligne  asvmptotique,  et  l'on  voit  d'ailleurs  que  les  tangentes  à 
une  ligne  asvmptotique  forment  une  développable  circon- 
scrite à  la  surface  :  il  est  bon  d'observer  que  les  tangentes  aux 
asymptotiques  ont  un  contact  d'ordre  supérieur  avec  la  sur- 
face, en  sorte  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  développable 
circonscrite  traversera  la  surface  et  sera  osculatrice  (p.  4)- 

Il  résulte  de  là  que  les  tangentes  à  une  courbe  quelconque 
tracée  sur  une  surface,  bien  que  tangentes  à  la  surface,  engen- 
dreront une  développable,  coupant  la  surface  sans  la  toucher, 
sorte  de  paradoxe  qui  s'explique  en  observant  que  le  plan 
passant  par  deux  tangentes  consécutives  n'est  pas  nécessaire- 
ment un  plan  tangent. 

Pour  faire  une  application  très  simple  du  théorème  de 
Dupin,  considérons  une  surface  quelconque  S  et  une  droite 
D  :  par  cette  droite,  faisons  passer  des  plans  P  et  circonscri- 
vons à  la  surface  S  des  cônes  Gavant  leurs  sommets  sur  la  droite 
D,  la  courbe  J  d'intersection  de  S  et  P  rencontrera  la  courbe 
de  contact  K  du  cùne  G  et  de  la  surface  en  un  point  M  et  les 
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tani^entes  aux  courbes  J  et  K  en  M  sei^ont  conjuguées.  Ainsi 
les  courbes  de  contact  K  et  les  sections  planes  J  sont  des 
familles  de  courbes  conjuguées.  Cette  remarque  a  été  faite 
par  M.  Kœnigs. 

Le  théorème  de  Dupin  met  en  évidence  ce  théorème  remar- 
quable : 

Lu  système  de  courbes  conjuguées  reste  encore  conjugué 
si  Von  soumet  à  une  transformation  homo graphique  ou 
par  polaires  réciproques  la  surface  sur  laquelle  elles  sont 
tracées. 

En  effet,  considérons  une  surface  S  et  sur  cette  surface  une 
série  de  courbes  C;  menons  en  chaque  point  de  l'une  des 
courbes  C  le  plan  tangent  à  la  surface  :  les  plans  tangents 
engendreront  une  développable  D  dont  les  génératrices  seront 
conjuguées  des  tangentes  à  la  courbe  C.  Si  Ion  effectue  une 
transformation  homographique,  à  la  surface  S  correspondra 
une  surface  S',  aux  courbes  C  correspondront  des  courbes  C 
et  aux  développables  D  des  développables  D';  aux  génératrices 
de  D  correspondront  les  génératrices  de  D'  et,  par  suite,  aux 
conjuguées  de  C  les  conjuguées  de  C. 

Si,  au  contraire,  on  effectue  une  transformation  corréla- 
tive, S  se  changera  en  une  surface  S'';  aux  courbes  G  cor- 
respondront des  développables  D"  circonscrites  à  S";  aux 
développables  D  correspondront  des  courbes  G";  les  généra- 
trices de  D'  seront  conjuguées  des  tangentes  à  G"  et  seront 
les  tangentes  des  courbes  conjuguées  de  G";  donc,  etc. 

Il  résulte  de  là  que,  les  lignes  asymptotiques  étant  leurs 
propres  conjuguées,  une  transformation  homographique  ou 
une  transformation  corrélative  étant  effectuée  sur  une  surface, 
les  asymptotiques  de  la  transformée  seront  les  transformées 
des  asymptotiques  de  la  proposée. 

TnÉORi^ME  DK  M.  Reiiva.  —  Soient  o  et  o'  deux  points 
infiniment  voisins  pris  sur  une  surface,  la  perpendicu- 
laire commune  aux  normales  en  o  et  o'  à  la  suif  ace  a 
une  direction  conjuguée  de  celle  de  l'élément  oo' . 
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En  eflet,  rapportons  la  surface  à  son  plan  langent  en  o 
pris  pour  plan  des^)',  prenons  pour  autres  plans  coordonnés 
les  sections  principales  relatives  au  point  o.  La  normale  au 
point  o',  dont  nous  appellerons  les  coordonnées  x,  y,  z-,  aura 
pour  équations 

X— ^  _  Y  — r _  Z  —  z 

P       ~       7       ~     —  I    ' 

/?,  q  désignant  —  ,  -- ,  et  la  direction  de  la  perpendiculaire 

commune  a  pour  coefficients  directeurs  — ^h  P-,  ^5  niais  en 

appelant  /'o,  5o  :=  o.  l^  les  dérivées  secondes  de  s  pour  jc  =  o, 

Y  ■=^  o,  on  a 

p  —-  t\x  ^...,         q  —  t^y  — 

le  coefficient  angulaire  de  la  plus  courte  distance  est  donc 

^  :  ce  qui   montre  bien  que   la  direction   de  cette  plus 

hy         ^  1  ^ 

courte  dislance    est   conjuguée   de    la    direction  —  de  l'élé- 
ment 00  .  (Académie  de  Naplcs,  février  1890.) 


IV.  —  Étude  particulière  des  lignes  de  courbure. 

Etant  donnée  une  surface,  cherchons  sur  cette  surface  le 
lieu  des  points  tels  que  les  normales  à  la  surface  menées  par 
ces  points  forment  une-surface  développable  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  cherchons  le  lieu  des  points  tels  que  les  normales 
à  la  surface  menées  par  deux  points  infiniment  voisins  du  lieu 
se  rencontrent  (en  négligeant  les  termes  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur"). 

Soient  x^y^  z  les  coordonnées  dun  point  du  lieu  --^  =/>> 

dz  d^-z  d^z  fPz  r  ,  ■  11 

-r  =^  ct^  -—-;  =  /\   -. — r-  =  5,  — -  =  t.   Les   équations   de   la 
(Jy         ^      Ox'  ôx  ôy  dy-  1 

normale  en  x,y.  z  à  la  surface  sont 

\X  —  X  -^  pil.  —  ^)  =  o        ou        P=o. 
(  ^ —y  —  q{Z-— z)  =  o        ou        Q=o; 
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les  équations  de  la  normale  au  point  infiniment  voisin  x  +  dx, 
y  +  dy,  z  +  dz  du  lieu  cherché  sont 

P  +  ^P  =  o,        Q  H-  f/Q  =  o 

et  peuvent  êti'e  remplacées  par 

c^P  =  o,        f/Q  =  o 
ou  par 

(  dx  ~x-  p  dz  —  dp  (  Z  —  ^  )  —  o, 
\  dy  -~-  q  dz  —  dq{2.- —  s )  =  o . 

Pour  exprimer  que  nos  deux  normales  se  rencontrent,  il  faut 

éliminer  X,  Y,  Z  entre  (i)  et  (2)  ou  Z —  z  entre  (2),  ce  qui 

donne 

lydx  -\-p  dz)dq  —  {  dy  ->n  q  dz)dp  =0. 

En  remplaçant  dz  par/?  dx  H-  q  dj',  dp  par  r  dx  +  s  dy  et  dq 
par  s  dx  4-  t  dy^  on  trouve 

\{ï  -+- p^-)  dx  -\- pq  dy\{ s  dx  -^  t  dy  ) 

—  [( I  -i-  5' ^ j  <"/>'  -4-  />7  f/^ ]  (  /'  dx  ^  s  dy)  =^  o 
ou 

.3      i    dy'-[pqt  —  s{l^q^-)] 

(       -I-  dx dy[{i  -\- p-)t  —  (i  -\-  q-)r]  —  dx-[pqr  —  5(1  -(-/>-)]  =  0; 

cette  équation  est  identique  avec  celle  que  nous  avons  trouvée 
plus  haut  pour  les  lignes  de  courbure,  c'est-à-dire  pour  les 
lignes  tangentes  en  chacun  de  leurs  points  aux  axes  de  l'indi- 
catrice. D'ailleurs,  si  l'on  prend  le  plan  tangent  en  x.,yj  z  k 
la  surface  pour  plan  des  xy,  les  sections  principales  pour 
autres  plans  de  coordonnées,  on  aura  p  =  o^  ^zr=o,  5  =  0; 
l'équation  (3)  deviendra 

dx  dy  (/—/■)  =  o 

et  se  décomposera  en  dx  =  o,  dy^=o;  ce  qui  montre  que    . 
les  lignes  dont  nous  nous  occupons  sont  bien  tangentes  aux 
directions  principales,  c'est-à-dire  aux  axes  de  l'indicatrice, 
pourvu  toutefois  que  t  —  r  ne  soit  pas  nul.  Or  t  et  /■  dans  le 
système  d'axes  adopté  sont  les  courbures  principales  au  point 
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considéré  et  alors,  si  /•  —  /  =  o,  ce  point  est  un  ombilic.  Nous 
reviendrons  tout  à  liieure  sur  ce  cas. 

De  liinaljse  précédente  il  résulte  que  Ion  peut  encore 
délinii"  les  lii^^nes  de  courbure,  comme  on  le  fait  souvent,  en 
disant  que  ce  sont  des  lignes  tracées  sur  la  surface  et  telles 
que  les  normales  à  la  surface  menées  par  les  points  de  ces 
lignes  forment  des  surfaces  développai  les. 

A  ce  point  de  vue,  si  l'on  suppose  que  le  point  (jc,  ^'j  :;) 
soit  un  ombilic,  on  a  (p.   |v,2,  t.  II) 


I-f-yî  pg  t^p-2 

et  l'équation  (3^  des  lignes  de  courbure  se  réduit  à  0  =  0. 
On  a  cru  pouvoir  en  conclure  que  par  tout  ond^ilic  il  passe 
une  infinité  de  lignes  de  courbure,  et  cela  d'autant  mieux  (|ue, 
en  un  ombilic,  toutes  les  directions  tracées  sur  la  surface  sont 
des  axes  de  l'indicatrice;  mais  cette  conclusion  est  erronée, 
au  moins  en  général.  De  ce  que,  en  un  ombilic,  les  coefficients 
de  dx-j  dy-  et  dx  dy  dans  (3)  sont  nuls,  il  faut  seulement 

en  conclure  que -^  y  est  mal  déterminé  par  l'équation  (3), 

et  cela  tient  à  ce  que,  pour  obtenir  l'équation  (3),  on  a  négligé 
des  infiniment  petits,  négligeables  en  général,  mais  non  pas 
dans  le  cas  actuel. 

Reprenons  donc  nos  calculs  et  exprimons  que  la  normale 

X  —  X  —  pCL  —  z)  =  Q 

rencontre  la  normale 

P  —  AP  = 

Q  —  AQ  = 

ces  deux  dernières  équations  peuvent  être  remplacées  par 

AP  =  o,        aQ  =  o 
ou 

rfP—  U^-P --...  =  o. 


ou 

P=o, 

ou 

Q=o 

o> 

0; 
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c'est-à-dire  par 

dx  -\-  p  dz  —  ( Z  —  z)dp  —  i  S^idp  dz  -^  p  d- z  —  ( Z  —  z) d-p ] 


ou 

dx  -^ p  dz  —  dp  dz  -^  \ p  d^z  —  (Z  —  z)(  dp  -f-  \  d-p)  —  o, 
dy  —  q  dz  —  dq  dz  —  \q  d^z  ^  (Z  —  z){dq  -^  \  d-q)  ^  o; 

la  condition  de  rencontre  devient  alors,  en  éliminant  Z  —  :;, 

{dx  -^ p  dz  -^  dp  dz  -^  jP  d-z)(dq  —  1  d-q) 
=  (  dy  -r  q  dz  -i-  dq  dz  -^  \  q  d-  z)( dp  -r-  \d-p). 

Or,  si  nous  nous  plaçons  en  un  ombilic,  les  termes  du 
deuxième  ordre  sont  nuls  [en  les  conservant  seulement,  on 
retrouverait  l'équation  identique  (3)]  et,  en  conservant  les 
termes  du  troisième  ordre,  on  a 

\  {dx  -^  p  dz)d-q  —  dq{dp  dz  -^  \p  d^z ) 
=  j{ dx  -T-  q  dz) d-p  -r-  dp (  dq  dz  —  ^  q  d^z). 

En  remplaçant  clz-,  d'-z,  dp,  dq,  d-p,  d-q  par  leurs  valeurs 
en  fonction  de  dx  et  dy,  on  obtient  ime  équation  du  troi- 
sième degré  en  -y-j  ce  qui  montre  qu'en  général  il  ne  passe 

que  trois  lignes  de  courbure  par  un  ombilic.  Toutefois,  cette 
dernière  conclusion  peut  encore  tomber  en  défaut  :  l'équation 

du  troisième  degré  qui  donne  -.—  pouvant  elle-même  devenir 

illusoire,  il  faudrait  alors  prendre  un  terme  de  plus  dans  les 
développements  de  AP  et  AQ,  et  ainsi  de  suite;  il  est  donc 
fout  à  fait  impossible  de  dire  a  priori  combien  il  passe  de 
lignes  de  courbure  par  un  ombilic. 


V.  —  Continuation  du  même  sujet. 

Lorsque   la  surface  dont   on    veut  trouver   les  lignes  de 
courbure  est  donnée  par  une  équation  non  résolue  de  la  forme 

fi^,  y,  -)  =  o, 
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on  peut  obtenir  comme  il  suit  l'équation  difTérentielIe  de  ces 
lignes,  soit 


/i 


dx 

Ox-  ' 


f     -   ^-f 


U  = 


'y\f 

Oydz 


les  équations  de  la  normale  en  x^y,  z  à  la  surface  sont 
X  —  ^_Y  —  y        Z  —  z 

les  équations  de  la  normale  infiniment  voisine  sont 
\^ X  —  dx  _  y  —  y  —  dy  _  Z  —  z  —  dz 

en  exprimant  ([ue  ces   droites  se  rencontrent,  ou   que  leur 
plus  courte  distance  est  nulle,  on  a 

I    dx      dy      dz 

/.       fi       h 
!   df,     df,     df,   I 

G  est  l'une  des  équations  des  lignes  de  courbure,  l'autre  est 
yrnr  o;  on  peut,  si  l'on  veut,  l'écrire 


dx  dy  dz 

/i  fi  fi 

fu  dx  -^/i,     dy  — /i3  dz     ... 


^  o; 


elle  est  alors  du  second  degré  en  dx,  dy,  dz-.  Si  l'on  suppose 
f=  '^{x,  y)  —  c,  elle  devient 

dx  dy  p  dx  —  q  dy  | 

P  n  —I         1=0, 

r  dx  -i-  s  dy     s  dx  -r-  t  dy  o  | 

et,  en  développant,  on  retrouve  l'équation  (3)  du  paragraphe 
précédent 


(3) 


-^  dx  dy\i^i  -r-  p'-)t  —  (1  —  5'-)'']  —  dx-[pqr  ■ —  5(1  —  /»-)]  =  0. 
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En  général,  les  lignes  de  courbure  forment  une  famille 
unique;  pour  qu'elles  forment  deux  familles  distinctes,  il  est 
nécessaire  qu'en  résolvant  l'équation  précédente  par  rapport 

à  -^  la  quantité  placée  sous  le  radical  soit  un  carré,  c'est- 
dx        ^  ^ 

à-dire  que  l'on  ait  une  certaine  relation  entre  />,  q,  /■,  5,  l, 
que  nous  n'écrirons  pas  à  cause  de  sa  complication  et  qui  est 
l'équation  aux  dérivées  partielles  d'une  classe  particulière 
de  surfaces. 

Annulons  le  coefficient  de  cly-  dans  (3);  nous  aurons 
l'équation  différentielle  d'une  classe  de  surfaces  ayant  un 
système  de  lignes  de  courbure  situées  dans  des  plans  paral- 
lèles et  un  second  système  distinct  du  premier 

pqt  —  5(1  -t-  ^-  )  =  o. 

Nous  rencontrerons  cette  équation  plus  loin  et  nous  l'inté- 
grerons. 

VI.  —  Théorème  de  0.  Rodrigues. 

Nous  appellerons,  avec  M.  Mannlieim.  norinalie  d'une  sur- 
face le  lieu  des  normales  à  cette  surface,  menées  par  tous  les 
points  d'une  ligne  tracée  sur  cette  surface.  Une  normoUe 
développahle  sera  alors  le  lieu  des  normales  à  la  surface 
menées  par  les  points  d'une  ligne  de  courbure. 

Soient  jt,  jk,  ^  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  ])oint 
d'une  surface;  a,  [5,  y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  en 
ce  point  :  cette  normale  fait  partie  de  deux  normalies  déve- 
loppables.  Soient  X,  V,  Z  les  coordonnées  du  point  où  elle 
touche  l'arête  de  rebroussement  d'une  de  ces  normalies;  soit 
enfin  A  la  distance  des  points  (:r,  J',  z)  et  (X,  Y,  Z).  On  aura 

(i)  X3=a7-^a).,         Y=j-i-pX,         Z=^  — yX, 

et  le  point  (X,  Y,  Z)  s'obtiendra  en  exprimant  que  la  droite 
représentée  par  ces  équations  (i)  rencontre  la  droite  infini- 
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ment  voisine  dont  les  équations  peuvent  être  remplacées  par 
les  diflerentielles  de  celles-ci,  à  savoir 


(2) 


o  =  dx  —  OL  cIk  -i-  X  dz. 
o  =  dr—^dl^  X  d'^, 
o  =  dz  -r-  Y  f/X  -^  X  d'(. 


La  condition  clierchée  s'obtiendra  en  éliminant  X,  \  ,  Z,  À  et 
cfk  entre  (i)  et  (2  )  ou  en  éliminant  simplement  A  et  r/),  entre 
les  écjuations  {2.),  ce  qui  donne 

dx{  ^  d-;  —  Y  d?)  )  —  dr{'(  du.  —  2  d-;    -1-  dz(oi  d'^^  —  ^  rfx  )  =  o; 

cette  équation  étant  supposée  satisfaite  (et  c'est  l'équation 
des  lignes  de  courbure),  on  déduira  de  (2),  en  multipliant  par 
a,  ^,  Y>  6t  en  ajoutant,  ^A  =  o  ;  ces  formules  (2)  donneront 
donc 

dx  _  dy  _  dz 

doL       d^        d'( 


X, 


Ces  relations  sont  dues  à  Hodrigues.  Laissons-les  sous  la 
forme 

I  dx  -T-  X  f/a  =  o, 
(3 )  •  dy  —  X  d'i  =  o, 

\  dz  ^  L  ./y  =  o 


ou 


dx 

dy  -r-  X 
dz  —  X 


X 


yox 

âx 


dx 
dx 


— -  dx  -. — -^  dy  ■—     '  dz 
Ox  ôy    -^         Oz 


En  éliminant  dx.,  dy,  dz.  on  a 


(4) 


\             ÔT. 

dy. 

dx 

X  '^''  Ox 

^' 

dz 

d3 

1     ,    d} 

d'i 

dx 

X        ày 

dz 

d'( 

d'{ 

I         d-( 

dx 

<^y 

ï'^dz 

L. - 

-   Traite 

d'Analyse,  VII. 
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Celte  équation  est  en  réalité  du  second  degré;  le  terme  indé- 

1  /  „      O      »,  \ 

pendant  de). est  en  effet  ,;   '  ^'       ?  nul,  puisqu'il  existe  entre 

a,  ^,  Y  la  relation  a-  +  [i-  -f-  y-  =  «•  Nous  allons  voir  que  A 
/i'e5/  autre  chose  qu'un  rayon  de  courbure  principal,  en 
sorte  que  le  lieu  des  arêtes  de  rebroussement  des  normalies 
développables  est  aussi  le  lieu  des  centres  de  courbure  de 
la  surface,  et  deux  normales  infiniment  voisines  d'une 
ligne  de  courbure  se  coupent  en  un  centre  de  courbure 
principal.  L'équation  (4)  sera  alors  une  nouvelle  forme  de 
l'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux.  Calculons  donc 
À  :  à  cet  effet,  écrivons  les  équations  (3)  ainsi. 


f^ .1.,     .      -i    .7/2 ^.      .      1   ,/./3 


5 )   dx  -^  Id'—  =  o,         dy  -f-  À  d  -^  =:  o,         dz  -i-\ d 


N 


o, 


en  désignant  par  /  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 

surface,  par  f\,f2-,f^,f\{,f\-2i  •  •  •  ■>  /as  ses  dérivées,  et  par  N 

le  radical  y//'j  -t-/Î  ~T~fl-  Ces  équations  (5)  peuvent  se  mettre 

sous  les  formes 

,    X(N^/,-/K/i\)  _  ^ 

N^  —  o,      .  . . 


ou  bien 


ou  enfin 


N  dN 


j-  -^/ii  j  f^lr  —fi%dy  -^fndz  -/,  ^  =  o, 

/31  dx  +/,, dy -^ Çj  —fzz)  d-  — /,  ^  ^  o, 

et  comme 

/i  dx  -r-  fi  dy  -^'  fi  dz  ==  o, 

d'S 
on  déduit  de  là,  en  éliminant  (^^,  dy,  dz  et-^-?  l'équation  (i/j) 

de  la  page  437  (IL'  Volume),  dans  laquelle  R  est  remplacé  par 
X,  ce  qui  montre  bien  que  les  valeurs  de  a  sont  les  rayons  de 
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courbure    principaux    de    la    surface.    L'équation    (4)    peut 
s'écrire 


X2  ^  X  V 


dx~^  dy    '    dz)    '    d{x,y)^  d{y,  z)    '    d{z,  x) 


VII.  —  Lignes  de  courbure  de  quelques  surfaces. 

1"  Les  lignes  de  courbure  des  surfaces  développables  sonl 
les  génératrices  et  leurs  trajectoires  orthogonales,  parce  que, 
le  plan  tangent  étant  le  même  le  long  d'une  même  génératrice, 
le  lieu  des  normales  le  long  de  cette  génératrice  est  un  plan; 
en  particulier,  les  lignes  de  courbure  d'un  cône  sont  ses  géné- 
ratrices, les  courbes  d'intersection  de  la  surface  par  des  sphè- 
res avant  leur  centre  au  sommet  du  cône.  Après  le  développe- 
ment d'une  surface  développable,  les  lignes  de  courbure  autres 
(jue  les  génératrices  deviennent  les  développantes  de  la  trans- 
formée de  l'arête  de  rebroussement. 

2''  Sur  une  surface  gauche,  les  génératrices  ne  sont  pas 
lignes  de  courbure  ;  car  les  normales  le  long  d'une  génératrice 
forment,  comme  on  le  verra,  un  paraboloïde  hyperbolique, 
mais  ce  sonl  des  asvmploliques. 

3"  Les  lignes  de  courbure  des  surfaces  de  révolution  sont 
les  méridiens  et  les  parallèles;  car  les  normales  à  la  surface 
le  long  de  ces  lignes  forment  des  plans  ou  des  cônes  :  on  en 
conclut  que  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un  point 
de  la  surface  sont  le  rayon  de  courbure  du  méridien  et  la 
longueur  obtenue  (en  vertu  du  théorème  de  Meusnier)  en 
construisant  un  triangle  rectangle  ayant  pour  côté  le  rayon 
du  parallèle  et  pour  hypoténuse  une  droite  dirigée  suivant 
la  normale;  ce  sera  donc  la  normale  au  méridien  arrêtée  à 
l'axe  de  la  surface. 

On  peut  vérifier  ce  résultat  par  l'Analyse.  En  effet,  l'équa- 
tion des  lignes  de  courbure  étant  mise  sous  la  forme 

dx  -^  p  dz  _  dy  ->-  q  dz 
dp  dq 
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si  l'on  prend  l'équation  des  surfaces  de  révolution  sous  la 
forme 

on  aura 

p  =  o'ix,         q  =  '^'  'i-Yi 

dp  =  cp"  4  a:  (  37  dx  ^-  y  dy  )  -h  2  ç>'  dx, 
dq  =  d' ^y(^x  dx^ydy)  -{-  l'o' dy , 

et,  par  suite,  l'équation  (i)  deviendra 

dx  ^  liXo''^{x  dx -^  y  dy)    _     dy  —  ^yo'^(x  dx  ^r  dy) 


4 a; o"( rp  dx  -:- y  dy  ) -i-  2 o' dx        \y  o" ( x  dx  -+- y  dy  )^  id dy 

ou 

4  o"  (xdx  ^  y  dy)  {ydx  —  x  dy)  -i-  8  cp'^  {x  dx  -^y  dy)  {x  dy  ^y  dx)  =  o  ; 

d'où  l'on  tire 

xdx^ydy  =  o        ou         x- -i- y- =^  consl.  : 

c'est  l'équation  des  parallèles.  On  a  ensuite 

( y  dx -^ X  dy ) ( '.p"  —  a cp'» )  =  o, 
c'est-à-dire 

y  dx  —  X  dy  ^^  o, 
ou 

y  =L  X  ~x  const., 

ce  qui  donne  les  méridiens. 

Toutefois,  si  l'on  avait  o" —  2cp'^  =  o,  il  ne  faudrait  plus  en 
conclure  y  dx  —  x  dy  =:  o  ;  mais  alors 

o" 

2^   ~ 


ou 


ou 


•(a72_i_j^2j  _^  c 


c'est-à-dire 


s/c  —  ^x-^-^y^)^ 
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on  en  lire 

c'est  réqualion  d'une  sphère.  Sur  la  sphère  et  sur  le  plan, 
les  lignes  de  courbure  sont  évidemment  indéterminées,  car 
toutes  les  normales  passent  par  un  point  fixe  ou  sont  paral- 
lèles à  une  même  droite  ;  mais  la  sphère  et  le  plan  ne  sont  pas 
les  seules  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  soient  indéter- 
minées. 

4"  Pour  que  les  lignes  de  courbure  sur  une  surface  soient 
indéterminées,  il  faut  que  les  coefficients  de  dx'-^  dx  dy^  dy- 
dans  l'équation  (3)  de  ces  lignes  (p.  i-)  soient  nuls,  c'est- 
à-dire  il  faut  que  l'on  ait 

p^<  — 5(1^^2  )=o, 

pqr  —  s(i  -^/>2)  =  o. 
Ces  équations  se  réduisent  à  deux 

s  t  r 


pq         i-^q-^         i^p-^ 

nous  avons  déjà  intégré  ces  équations  (t.  II,  p.  423)  :  ce  sont 
celles  d'une  surface  dont  tous  les  points  sont  des  ombilics; 
ces  surfaces  sont  le  plan,  la  sphère  et  les  développables 
isotropes  pour  lesquelles  on  a 

(rt)  p-^  —  q'i—i^.o. 

Ces  surfaces  imaginaires  sont  développables,  puisque  p  est 
fonction  de  q\  de  plus,  leurs  génératrices  sont  des  droites 
isotropes,  et,  en  effet,  /?,  7,  — i  sont  les  coefficients  direc- 
teurs de  la  normale  ou  du  plan  tangent;  le  plan  tangent  voisin 
a  pour  coefficients  directeurs 

p-^dp,     q-r-dq,      i; 

la  génératrice  a  donc  pour  coefficients  directeurs 

—  dq,     dp^     p  dq  —  (J  dp\ 
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la  somme  des  carrés  de  ces  coefficients  est 

dp-{\  —  g-)—  dcf-{\  -^  p-  )  —  ipq  dp  dq 

OU,  en  vertu  de  («), 

—  p-  dp-  —  q-  dq-  —  ipq  dp  dq  =  —{p  dp  —  q  dq  )2. 

Or,  en  differentiant  {ci),  on  q.  p  dp  -^  q  dq  ^  o-^  donc  enfin 
la  somme  des  carrés  des  coefficients  directeurs  de  la  généra- 
trice est  nulle  :  cette  génératrice  est  donc  une  droite  isotrope. 

G.     Q.     F.    D. 

VIII.  —  Lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

La  recherche  des  lignes  de  courbure  est  une  opération  assex 
pénible  :  voici  comment  on  peut  trouver  celles  des  surfaces 
du  second  ordre.  L'analyse  suivante  est  de  Monge. 

Nous  mettrons  l'équation  de  la  surface  sous  la  forme 

nous  aurons  alors,  pour  Téquation  des  lignes  de  courbure, 

dx  dy  dz 
a  X  by  c  z 
a  dx     b  dy     c  dz 

et,  en  observant  que  V  «x  dx  =  o,  et  que  ^ax-  =  i , 

\  X  dx       dx        dy     j 

I  ax       by       =  o. 

o  a  dx     b  dy   \ 

En  développant,  on  a 

abjx  dx{x  dy  — y  dx)  —  dx  dy(  b  —  a,  =  o  ; 

(T.  OC  clir  --^~u  y  cl  y  -» 

si  l'on  remplace  zdz  par '■ — — ^ — —■>  on  a  enfin 


ab  \xdx{c  —  a  ) -\-y  dy{c  —  b)\{x  dy  —  y  dx)  —  c{b  —  a)dx dy  =  o. 
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Si,  dans  la  formule  (a),  on  remplace  <:/,  b,  c  par  —  ?  %-,  -^,  et 
si  l'on  fait 

-62(a2  — c2)'  ~       a2_c2     ' 

on  trouve,  pour  l'équation  des  lignes  de  courbure  de  l'ellip- 
soïde 


b-^    ■    c^       '' 


l'équation  suivante 


(  6  )  A  xyy'-  -+-  (  a?^  —  \yi  —  B  )y'  -  -  xy  =  o, 

en  désignant  par  jk'  la  dérivée -y--  Cette  équation  est  une  de 
celles  que  l'on  intègre  en  les  différentiant  ;  on  trouve 

•2  A xyy'y"  —  (  A jk'-  —  \  n  xy' —  y) 
-^  y"{  X-  —  \y- —  B  )  -^y'(-2X  —  -îAyy')  =  o; 

en  éliminant  x-  —  Ay-  —  B,  on  a 

supprimant  le  premier  facteur,  on  a,  en  intégrant, 


yy 

ou 


=  const.  =  k 

X 


,       kx 

y  =  — 

-^      y 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  y'  dans  (^),  on  a  l'équation 
des  lignes  de  courbure  projetées  sur  le  plan  des  x/,  à  savoir 

AA-2:r2-^(:r2  — Ajî—  BjA-— 72  =  0 
ou  bien 

^2  (  A  A-2  -+-  k  ^  —72  (  A  A-  —  I)  ^  B  k. 

Cette  équation  représente  une  série  de  sections  coniques. 
Monge  a  discuté  avec  soin,  après  avoir  donné  la  méthode 
précédente,  la  forme  des  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 
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IX. 


Interprétation  du  premier  membre  de  l'équation  des  lignes 
de  courbure. 


Nous  avons  vu  que  1  on  obtenait  l'équation  des  lignes  de 
courbure  en  écrivant  qu'une  normale  à  la  surface  rencontrait 
la  normale  voisine.  Soient  donc  a,  ^i,  y  les  cosinus  des  angles 
que  la  normale  à  la  surface  en  M  {x,y,  z)  fait  avec  les  axes  : 
les  équations  d'une  normale  seront 


X  =  x  —  oil.         Y=y-^p., 


.--yX: 


a  -i-  r/a,  [i  ~r  d[i^  y  ~^"  ^^T  seront  les  coefficients  directeurs  de 
la  normale  voisine  en  M'  :  ce  seront  même  ses  cosinus  direc- 
teurs, car  ( y. -\- dce.)- -^  (  ^ -h  c/[i)- -\-  yn-f/y)-  est  égal  à  i, 
aux  termes  du  second  ordre  près,  vu  que 

a  f/a  ^  [3  d'^j  -^  7  dy  =  o. 

Les  équations  de  la  normale  voisine  pourront  être  rempla- 
cées par 

o  =  dx  -^  a  dA  —  X  doc, 

o  =  dy—  'i^dh  —  ld'^, 
o  =  dz  -T-  Y  dl  -T-  À  dy; 

l'élimination  de  X,  Y,  Z,  A,  cfk  donne  l'équation  des  lignes 
de  courbui'C  déjà  trouvée 

I   dx     dy     dz 


d'j.     f/3     d 


Le  premier  membre  de  cette  équation  a  une  signification 
géométrique  importante  :  on  peut  l'écrire 


ou  bien 


dx            dy 

dz 

ds             ds 

ds 

[i 

T 

d 

j  oL  —  doL     p--rfi3 

y^dy 

1<'^''>(:^È 

'   ds) 

ds 
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Or  Ti  -  -  —  T  ;;v7'  '  ■  ^*^'^^  ^^"■''  cosinus  direcleurs  de  la  perpen- 
diculaire aux  directions  a,  j5i,  v  et  dx,  dv,  dz;  ce  sont  donc 
les  cosinus  directeurs  d'une  tangente  à  la  surface  perpendi- 
culaire à  la  tangente  r/.r,  dy,  dz.  Le  premier  membre  de  notre 

équation  est  donc,  au  facteur  -,-  près,  le  cosinus  de  l'angle  que 

fait  \ii  normale  en  M'  avec  une  tangente  à  la  surface  perpen- 
diculaire à  la  direction  dx^  dy,  dz.  Appelons  d'I  le  complé- 
ment de  cet  angle;  d'I  sera  alors  l'angle  que  fait  le  plan  nor- 
mal en  ^I  à  la  courbe  dx^  dy,  dz  avec  la  normale  à  la  surface 

au  point  intmiment  voisin  M  .  Le  rapport  -p  est  ce  que  i  on 

appelle  la  torsion  gcodésicjue  de  la  courbe;  l'équation  des 
lignes  de  courbure  peut  donc  s'écrire 

di> 
ds=''' 

et  pour  ces  courbes,  la  torsion  géodésique  est  nulle.  Ainsi 
la  torsion  géodésique  M  d'une  courbe,  relativement  à  une 
surface  sur  laquelle  elle  se  trouve  tracée,  est  la  limite  du  rap- 

d'\t 
port  -~^  ds  désignant  l'élément  d'arc  de  cette  courbe,  et  d'h 

l'angle  que  fait  la  normale  à  la  surface  en  M  avec  le  plan  nor- 
mal à  la  surface  mené  par  le  point  infiniment  voisin  de  M  sur 
la  courbe,  tangentiellement  à  cette  courbe. 


X.  —  Théorème  de  Lancret. 

Considérons  une  courbe  passant  par  le  point  M(^,  t,  c) 
d'une  surface  sur  laquelle  elle  se  trouve  tracée  :  soient 
a.)  b^  c\  «',  b' ,  c';  a",  b' ,  c'  les  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente, de  la  normale  principale  et  de  la  binormale  à  cette 
courbe; 
dz  et  d'  ses  angles  de  contingence  et  de  torsion; 
6  l'angle  que  le  plan  osculateur  de  la  courbe  fait  avec  le  plan 
tangent  de  la  surface: 
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a,    |3,  Y  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à   la  surface. 

On  a 

ai.  -\-  b'^  -^  c-\   =  o, 

a'  a  —  6'  p  —  c'  Y  =  sin  6, 

a  a.  -T-  6"P  —  c"y  =  cos6; 

on  en  tire,  en  résolvant  par  rapport  à  a,  |j,  y, 

ia  =  rt'sin  0  -»-  «"cos8, 
P  =  ô'sinO  ^  6"cos6, 
Y  =r  c  sinO  -^  c"  cos6 

OU,  en  différenliant  et  en  tenant  compte  des  formules  de 
Frenet, 

d^  —  (a'cosO  —  rt" sin  0)^/0  — {a  ch  -^  a  di)  sinO  —  a' d-  cosO, 

ce  qui  peut  s'écrire 

f/a  =  a'  cos 0  (  r/O  -^  d-  )  —  a" sin  6  (  (5?6   -  d~  )  —  a  sin  0  c^î, 

Formons  la  quantité  b  chr  —  cd'^j,  et  nous  aurons 

b  d'i  —  c  d'^  =  (  a"  cos  0  -f-  «'  si n  6  ) (  <r/f)  -)-  /i-:  ), 
c'est-cà-dire,  en  vertu  de  (i), 

b  d'i  —  c  d'^  =  oi{dO  -^  dz), 
c  di  —  a  d'i  =  p  (  f/0  -^  i/x ), 
«  rtji  —  b  dy.  =  ^{d%  —  dz); 

multiplions  la  première  équation  par  a,  la  seconde  par  [^,  la 
troisième  par  y  et  ajoutons;  dans  le  premier  membre,  nous 
aurons  le  déterminant  que  nous  avons  appelé  dà,  et  qui, 
divisé  par  ds,  donne  la  torsion  géodésique;  ainsi 

d'b  =  dii  -^  dz. 

Cette  formule  fournit  une  expression  remarquable 

d^  _  dO       dz 
ds         ds        ds 

de  la  torsion  géodésique;  elle  prouve  que  : 
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Si  une  courbe  est  ligne  de  courbure  d'une  surface, 
on  a  c/O  -1-  ^T  r=:  o.  C'est  en  cela  que  consiste  Je  théorème  de 
Lancret. 

XI.  —  Variations  de  la  torsion  géodésique. 


Reprenons  la  formule  qui  fait  connaître  la  torsion  géodé- 
sique, à  savoir 

dx  dy  dz 
a  p  Y 
doL      f/3      rfv 


"+  =  * 


si  Ton  prend  pour  axes  la  normale  à  la  surface  et  les  tangentes 
aux  lignes  de  courbure,  on  a 

I  dx    dy      o 
rfJ;  =  -r        o        o        1 
I    d'x     d'}     f/y 


ou 


d'h  _  dx  d^        dx  dy 
ds        ds    ds        ds  ds 


Or,  si  l'on  observe  que 


doL  _   d  p  dp{i-t-g^\ — PI  dq 

ds         ds  ./^  .  r.^        n^  I  o  »nI^ 

V/i-T-/?   —q  ds^i—p'^T-q^Y 

et,  pour  le  système  d'axes  choisi, 

<:/a  _  dp  __      dx  d'^  _     dy 

ds        ds  ds  ds  ds 

la  formule  (i)  deviendra 

d'b  __  dx  dy 

ds  ds    ds 

Soient  P».  et  R' les  rayons  de  courbure  principaux  de  la  sur- 
face, et  C3  l'angle  que  fait  l'élément  ds  avec  la  section  princi- 
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pale  de  rayon  R  :  on  aura 

cPj  I   /  I  I 

si  Ton  pose 


ds       2  V  K       R' 


5  (s  -]?)  =  "• 

on  aura 

d'I 

~  =  a  «m2o; 

ds 

la  torsion  géodésique  des  lignes  tracées  sur  une  surface  par 


un  même  point  varie  donc  comme  le  carre  du  rayon  vecteur 
d'une  lemniscate  de  Bernoalii  au  paramètre  a. 

Soit  AB  i Jig.  i)  une  droite  de  longueur  aa  :  si  l'on  suppose 
que  cette  droite  se  meuve  de  telle  sorte  que  ses  extrémités  s'ap- 
puient sur  les  tangentes  0.r,  Oy  aux  lignes  de  courbure  et 
si  l'on  mène  OM  perpendiculaire  à  AB,  il  est  facile  de  voir  que 

OM  =  OA  coso  =  AB  si  no  coso  =  a  sin  20; 

la  ligne  OM  représentera  donc  géométriquement  la  torsion 
géodésique  dans  la  direction  '^. 

La  forme  de  la  lemniscate  est  trop  connue  pour  qu'il  soit 
nécessaire  d'insister  sur  les  valeurs  remarquables  que  peut 
prendre  la  torsion  géodésique.  Nous  ferons  toutefois  observer 
que  deux  lemniscates,  en  réalité,  seront  nécessaires  pour 
représenter  la  torsion  géodésique  dans  chacun  des  angles 
droits  formés  autour  de  O. 
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XII.  —  Conséquences  du  théorème  de  Lancret. 

Considérons  deux,  surfaces   S  et  S'  :  soit  C  leur  courbe 

d'intersection.  Soient  ds  l'élément  de  la  courbe  C,  -,-  sa  tor- 

'  as 

sion  au  jjoint  M,  0  l'angle  que  lait  son  plan  osculateur  avec 

le  plan  tangent  à  S,  f)'  l'angle  que  fait  son  plan  osculateur 

avec   le  plan   tangent  à  S'   au  même  point  M;  soient  enfin 

d'b       d'V  .  ,     ^  ,  ■  ■  ,1  .  1 , 

-.-  et  —~  ses  torsions  geoclesiques  suivant  qu  on  la  considère 

comme  tracée  sur  S  ou  sur  S'.  Le  théorème  de  Lancret  fournit 
les  équations 

cil  =  f/e  —  i/7, 
d-y  ^  d^'  -^  d-; 
on  a,  par  suite, 

d{'l~-V)  =  f/(0  — 0'); 

mais  H  —  H'  est  l'angle  V  sous  lequel  se  coupent  les  surfaces 
en  M,  on  a  donc 

(I)  d'I   -dV  ^  d\\ 

donc  :  la  différentielle  de  V angle  sous  lequel  se  coupent 
deux  sur/aces  est  égale,  au /acteur  ds  près,  à  la  différence 
des  torsions  géode siques  de  leur  intersection. 

Corollaire  L  —  Supposons  que  les  surfaces  S,  S'  se 
coupent  suivant  une  ligne  de  courbure  de  chacune  d  elles  : 
d-l  et  c/'V  seront  nuls  :  donc  d\  =  o,  et  \  est  constant  ;  donc  : 

Quand  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  ligne  de 
courbure  de  chacune  d'elles,  elles  se  coupent  sous  un 
angle  constant. 

Corollaire  IL  — ■  Si  deux  surfaces  se  coupent  sous  un 
angle  constante'  et  si  l'intersection  est  une  ligne  de  cour- 
bure de  l'une,  elle  sera  une  ligne  de  courbure  de  Vautre. 
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En  effet,  si  dans  la  formule  (i)  on  fait  V  =  const.,  ou 
<r/V  =:r  o  et  d'h  =  o,  on  a  chl'  ^=  o. 

Corollaire  III.  —  Si  trois  familles  de  surfaces  se 
coupent  partout  orthogonalement,  elles  se  coupent  par- 
tout suivant  leurs  lignes  de  courbure. 

En  effet,  soit  M  un  point  où  se  coupent  trois  surfaces  de 
familles  différentes;  soient  5,  5',  s"  ces  trois  surfaces;  soient 
a  et  a'  les  torsions  géodésiques  de  Tintersection  de  s  et  s' 
relativement  aux  surfaces  s  et  s';  h'  et  b"  les  torsions  géodé- 
siques de  l'intersection  de  s'  et  s"  relatives  aux  surfaces  s' 
et  5";  enfin  c"  et  c  les  torsions  géodésiques  de  l'intersection 
de  s"  et  s  relatives  à  ces  surfaces.  On  aura 

a  —  a' =  o,         b' — b"  =  o,         c" — c  =  o; 

mais,  les  intersections  que  nous  considérons  étant  orthogo- 
nales, on  aura,  en  vertu  du  théorème  démontré  au  paragraphe 
précédent  sur  la  variation  de  la  torsion  géodésique, 

«  -r-  c  =  o,         a' -=-  6'  =r  o,         b" -^  c"  =  o; 

d'où  l'on  conclut  a  =  a'  =^  b'  ^^  b"  =-.  d'  ^^  c  --^  o,  ce  qui 
prouve  bien  que  5,  .9',  5"  se  coupent  suivant  leurs  lignes  de 
courbure.  Ces  trois  propositions  sont  dues  à  Dupin. 

Corollaire  IV.  —  Si  une  ligne  de  courbure  cV une  sur- 
face S  est  plane  ou  sphérirjue,  le  plan  ou  la  sphère  qui 
contient  cette  ligne  coupe  la  surface  S  sous  un  angle  con- 
stant. 

Car  toute  ligne  tracée  sur  le  plan  ou  la  sphère  est  une 
ligne  de  courbure  de  ce  plan  ou  de  cette  sphère.  Ce  théorème 
est  du  à  Joachimsthal. 

Corollaire  V.  —  Si  une  ligne  de  courbure  C  d' une  sur- 
face S  est  plane,  V arête  de  rebroussenient  de  la  normalie 
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déi'cloppabie  rciative  à  cette  li^ne  de  courbure  est  une 
hélice. 

En  efîet,  soient  «,  ^,  c;  «',  h',  c';  o",  6",  c"  les  cosinus 
directeurs  des  directions  principales  de  la  courbe  C;  a,,  ^,, 
C)  ;  rt'j,  /^j,  c'j  ;  rt, ,  ^'j,  Cj  les  cosinus  directeurs  de  l'arête  de 
rebroussementD  de  la  normalie  développable  en  question.  La 
ligne  D  est  une  développée  de  C,  de  sorte  que,  si  l'on  appelle 

ds,  7p>  .^  l'élément  d'arc  de  C,  sa  torsion  et  sa  courbure,  ds^, 

_-  et  o^  les  quantités  analoirues  relatives  à  D,  on  aura  (l.  II. 
1 1        Kl  ' 

|).  385  et  suiv.) 

f/R  —  dsi,         a  r=  a\,         b  =  b\,         c  =  c\ , 

I     >  a  ai  =  cosO,  >  a  a,  =  o,  ^^  '^i  =  sin'). 

I    ^a"«i  —  sinO,  >  a"a\  =  o,  ^^a"a\  =  cosO: 

h  est  alors  l'angle  que  le  plan  osculateur  de  C  fait  avec  le 
plan  tangent  à  la  surface.  DifTérentions  la  formule /aaj  =o; 
nous  aurons,  en  vertu  des  formules  de  Serret, 

ou,  en  vertu  de  (2), 

En  dllTércntiant  7  acii  =  o,  on  a  de  même 
a' r/s  v^       ds     , 


V^  a  as  •^ 


Ri 


cosO  ds 

dsi 

R 

Ri 

tange 

R, 
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OU,  en  vertu  de  (2), 
de  (3)  et  [l\)  on  tire 


l'angle  9  est  constant  pour  une  ligne  de  courbure;  on  voit 
donc  que  le  rapport  de  la  courbure  à  la  torsion  en  chaque 
point  de  la  courbe  D  est  constant;  cette  courbe  est  donc  (t.  II, 
p.  4t>6)  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  qui  n'est  pas  néces- 
sairement de  révolution. 

Cette  proposition  a  été  démontrée  par  J.-A.  Serret. 

Corollaire  VI.  —  La  formule  de  Lancret  ofd/  =  <iQ  +  ch 
montre  que  la  torsion  géodésique  d'une  courbe  C  tracée  sur 
une  surface  S  est  partout  égale  à  sa  torsion  ordinaire,  quand 
son  plan  osculateur  fait  partout  un  angle  constant  avec  le 
plan  tangent  à  la  surface  S.  Parmi  les  courbes  qui  sont  dans 
ce  cas  se  trouvent  les  asymptotiques  pour  lesquelles  ()  =  o, 
et  les  géodésiques,  dont  il  sera  bientôt  question,  pour  les- 
quelles on  a  B  =  -  • 


XIII.  —  Sur  les  lignes  de  courbure  des  développables  isotropes. 

Nous  avons  vu  Cjue  les  développables  isotropes  étaient  des 
surfaces  dont  tous  les  points  étaient  des  ombilics;  les  lignes 
de  courbure  doivent  y  être  indéterminées;  d'ailleurs,  toute 
normale  à  la  surface  y  rencontre  la  normale  infiniment  voi- 
sine ;  donc  toute  courbe  tracée  sur  la  surface  est  une  ligne 
de  courbure  [voir  p.  3i5,  t.  II). 

De  là  résulte  une  conséquence  importante,  à  savoir  :  Siii' 
toute  surface,  on  peut  déterminer  en  ternies  finis  l'équa- 
tion d'une  ligne  de  courbure. 
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1^11  cITct,  si  l'on  circonscrit  à  une  surface  quelconque  une 
dévelo[>j)able  isotrope,  la  couibc  de  contact 

p'- -r- (f- -T- 1  =  o 

sera  une  ligne  de  courbure,  car  la  développable  circonscrite 
rencontre  la  surface  sous  un  angle  constant  (nul)  et  suivant 
une  ligne  qui  est  ligne  de  courbure  de  la  développable;  donc 
elle  est  aussi  ligne  de  courbure  de  la  suriace  proposée.  Cette 
remarque  peut  être  utile  dans  la  reclierche  des  lignes  de 
courbure;  on  sait,  en  eflet,  que  beaucoup  d'équations  diffé- 
rentielles deviennent  intégrables  quand  on  en  connaît  une 
solution  particulière. 
Sur  rdlipsoïdc 

ar^         y- 

a2  "^  6î 


r.2 


la  ligne  de  courbure  imaginaire  qui  nous  occupe  est  donnée 
par  la  formule 

XIV.  —  Surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes. 

Les  premières  reclierclies  qui  aient  été  entreprises  sur  les 
surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  sont  |)lanes  ou  spbé- 
rlques,  sont  dues  à  Monge  (^Application  de  V Analyse  à  la 
Géométrie^  à  M.  O.  Bonnet  [Comptes  tendus  de  V Aca- 
démie des  Sciences,  janvier  i853)  et  à  A.  Serret  [Comptes 
rendus  de  C Académie  des  Sciences  et  Journal  de  Liou- 
ville,  t.XVlII);  M.  Lemonnier  (ïlièse,  1 868)  a  ensuite  publié 
un  travail  très  complet  sur  cette  question.  \}oir  aussi  Picarl 
(Thèse).] 

Nous  nous  bornerons  ici  à  chercher  les  surfaces  dont  les 
lignes  de  courbure  sont  planes. 

D'après  le  théorème  de  Lancret,  si  une  ligne  de  courbure 
est  plane,  son  plan  doit  rencontrer  la  surface  sous  un  angle 
constant,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  observé  (Th.  de  Joa- 
L.  —  Traite  d'Analyse,  VII.  o 
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cliimstlial)  ;  réciproquement,  si  un  plan  coupe  une  surface 
sous  un  angle  constant,  l'intersection  sera  une  ligne  de  cour- 
bure (p.  29). 
Soit 

(i)  ax -^  by -\- c  z  ^=  h 

l'équation  du  plan  d'une  ligne  de  courbure  d'une  surface 
dont  les  lignes  de  courbure  sont  planes;  r/,  Z>,  c,  h  sont  fonc- 
tions d'un  certain  paramètre  que  j'appellerai  À.  Si  l'on  pose 

comme  d"hal)itude  p  r=;  --",  q  =  -^,  •  •  •  ,  le  plan  (i)  devant 

rencontrer  la  surface  sous  un  angle  constant,  on  devra  avoir 

(  2  )  ap  ^v-hq  —  c  —  k  /i  -1-/»^  --  q"^, 

k  désignant  une  nouvelle  fonction  de  X.  Si  un  second  système 
de  lignes  de  courbure  se  compose  de  courbes  planes 

(3)  a' X -^  b' y -^  c' z  ^=  h' , 

on  aura  de  même 

(  4  )  a'p  -^  b'q  —  c'  =  k'  /i  -t-/»^  -t-  q'^, 

«',  b' ,  c',  //,  /.'  désignant  des  fonctions  d'un  autre  para- 
mètre )/.  Ceci  posé,  appelons  dx,  dy^  dz  un  déplacement 
effectué  sur  la  première  ligne  (1),  et  ox,  oj-,  5;  un  déplace- 
ment effectué  sur  la  seconde  :  nous  devrons  avoir,  les  deux 
systèmes  de  lignes  de  courbure  étant  orthogonaux 

(  5  )  dx  ox  -H  dy  oy  -+-  dz  oz  =  o  ; 

d'ailleurs,  les  équations  (i),  (3),  donnent 

a  dx  -^  b  dy  -{-  c  dz  =  o,         a'ox-^  b'  oy  -4-  c'  oj  =  o, 

et  l'on  a,  en  outre, 

p  dx  -T-  q  dy  —  dz  =  o,         p  ox  -+-  q  oy  —  oz  ^^  o. 

En  éliminant  ox,  or,  oz,  dx,  dy,  dz  entre  ces  formules,  on  a 

{b  ~  cq  ){ b'  ~  c'  q)  -\-  (a -4-  cp)  {a'  -\- c'  p) -^  {aq  —  bp){a!q    -  b'  p^  —  o; 
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si  l'on  ajoute  cette  équation  avec  le  produit  de  (a)  el  ('î),  on 

trouve 

ip-  —  q-—  i){aa'  —  hb' -^  cc'—kk')^  o, 

et,  en  rejetant  la  solution  p- -^  q- -r-  i  =o,  qui  fournit  une 
développable  isotrope,  on  trouve 

(H)  aa' -^  bh' -^  ce' — kk'  —  o 

ou,  en  diflcrentiant  par  rapport  à  A, 

ci  da  —  b'  db  -^  c'  de  —  k'  dk  =  o. 

En  éliminanl  /.',  on  a 

a'(  a  dk    -  /,.■  da )  -^  b' (b  dk  —  k  db  )  —  e'{e  dk  —  k  de)  ~o 

et,  par  suite, 

oa'  ( a  dk  -  k  da ) -- ob'   [b  dk  —  k  db )  -r-  oc'  ( c  dk  —  k  de )  =  o, 
o-«'i  a  dk  —  k  da  i  -h  o-6'(6  dk  —  k  db)  —  o-e'i  c  dk  —  k  de)  =  o; 

on  conclut  de  ces  trois  dernières  équations,  ou  bien 

a  dk  —  k  da  =  o,  b  dk  —  k  db  =  o,         e  dk  —  k  de  =  o, 

c'est-à-dire 


da  _  db  _  de        dk 
a  b  c  k 


ou  bien 


yziz  a  ob  rj-c  =  o. 

Dans  la  première  hypothèse,  on  a 

a  a  =  3  6  =  Y  c  =  /:, 

a.  ,j,  Y  désignant  des  fonctions  de  )/  ou  des  constantes;  les 
lignes  de  courbure  ax  —  by  -^  cz  =^  Il  sont  alors  situées 
dans  des  plans  parallèles,  car  a,  |j,  y  ne  peuvent  être  que  des 

constantes.  Dans  la  seconde  hvpothèse  7  r=  rt'o6'o-c'=  o, 

on  a 

A  a' —  H  6' -^  C  c' =  o 

(p,  I  [8,  t.  V),  A,  B,  C  désignant  des  fonctions  de  A  ou  des 
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constantes.  Mais  si  ces  quanlités  étaient  fonctions  de  ).,  en 
attribuant  à  X  des  valeurs  différentes  X)>  ^-2^  on  aurait 

A^a' -r-  B]  ^'-^  Gic'=  o, 
Aoa'-i-  Ba^'-l-  C2c'  =  o, 

Al,  B),  C,  désignant  les  valeurs  de  A,  B,  C  pour  A  ^  À|  et  Ao, 
Bo,  C2  leurs  valeurs  pour  A  =10;  les  rapports  a  '.  h'  '.  c'  alors 
seraient  constants,  les  lignes  a' x -\- h' y -\- c' z  =^  h'  seraient 
alors  situées  dans  des  plans  parallèles. 

Nous  avons  donc  deux  espèces  de  surfaces  ayant  leurs  lignes 
de  courbure  planes  : 

i"  Des  surfaces  ayant  leurs  lignes  de  courbure  dans  des 
pians  parallèles  à  une  droite  fixe-, 

2**  Des  surfaces  ayant  un  système  ou  leurs  deux  systèmes 
de  lignes  de  courbure  situées  dans  des  plans  parallèles. 


XV.  —  Surfaces  dont  les  plans  des  lignes  de  courbure 
de  chaque  système  sont  parallèles  à  deux  droites  fixes. 

Dans  le  cas  où  les  lignes  de  courbure  sont  situées  dans  des 
plans  parallèles  à  des  droites  fixes,  il  est  facile  de  voir  que  ces 
droites  sont  rectangulaires.  Les  plans  de  nos  lignes  de  cour- 
bure ont  des  équations  de  la  forme 

{a -^  ai\).)x  -^{b  ^  bi\x)y  -r-{c  ^  Ci\x)z   = /?  -^  Ai  ij., 
( a' -T-  a\  [X  )x  ~  {b' -i-  b\  [jl' )y  -i-  ( c' h-  c\  jx' ) ^  =  A '  -r-  Ji \  [j.'; 

or  on  a  vu  que 

(a  +  ai[jL)(<x'-l-  a\  [x') 

-l-(6-f-6i  [x)(6'-l-6',  [x')  -i-(c  -t-  Ci  [x)(c'-i-  c\  [x')  =  kA'; 

u.  est  fonction  de  X  seul,  p.'  fonction  de  7/  seul,  a,  a' ,  b,  b', 
c,  c',  A,  h'  sont  des  constantes,  A"  est  fonction  de  A  et  A' fonc- 
tion de  a'.  Or  on  a,  en  vertu  de  la  dernière  équation, 

ad  -\-  bb' -¥-  ce'  =  o, 

aa\  -^  bb\  -f-  cc\  =  o, 

«1  a'  -h  bib'  -r  Cl  c'  =  o, 
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et.  011  verlii  de  ridenlité, 

{aa  -^  bb' -^  cc')(ai  «\  -i-  bi  b\  -+-  Ci  c\) 

—  (aa\  -+-  bb\  -^  cc\)i  a^a'  -^  bi  b'  -^  Cj  c) 

=  (6ci  —  cbi){b'  c\  —  c'  b\) 
-i-(crt|  —  aci)(c' a\  —  a'c\)  -\-{ abi  —  ba{){a' b\  — b' a\)\ 

son  second  membre  est  nul,  ce  qui  démontre  la  proposition 
avancée. 

Prenons  alors  l'axe  des  x  parallèle  à  l'une  des  droites  rec- 
tangulaires en  question,  l'axe  des  y  parallèle  à  l'autre  :  les 
équations  des  lignes  de  courbure  seront 

{\)  by-^cz—h,         a  X -\- c' z  ^  h \ 

d'ailleurs,  d'après  les  équations  (2),  (4),  (6)  du  paragraphe 
précédent, 

(  bq  —  c  =  A\,         a  p  —  c'=^'N, 

{■!)  \  r ■ 

(  N  =  y/i  -i-  //-  —  q^,  ce'  =  A/t'. 

CjCtte  dernière  équation  exige  que  -  =    .-,  =  —  soient  con- 

C  A.  ff 

slants;  alors  on  pourra  mettre  (i)  et  (2)  sous  la  forme 


(3)  \  ,        X 


(  x  =  Vz^ /'(!'}, 


Des  équations  (3)  ou  (4),  on  déduit  l'équation  aux  dérivées 
partielles  de  la  surface.  En  éliminant  \  et/().)  ou  )/  et /'()/), 
on  trouve 

rpqÇS  —  g  —  gq^-) 

^s[ig{i-p-^){l---q^)-^gUx-^q^-)-^(l-p^-)\ 

-^  tpqgK  ^>  —  •—/>-)  =  o  ; 
mais  cette  équation  ne  nous  sera  pas  utile.  De  (3)  et  (4)  nous 
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déduirons  avec  Serret 


(^2_  ,)XV-2^(^2_i)À2 

/.- 

-^(é'-2-i)X2-^Vi-(^'--')À'- 

( ,£r^'  —  nÀ  \/i  —  (.^2  _  i)X'2 

dk 


dy  =  1  dz  -^  z  d\   —  ^r  d\. 
ok 


Portant  ces  valeurs  dans  dz  =/?  dx  -i-  q  dy,  on  a 

r       À'^x'  Xrfx 


.\'l-(^^-IjX'2  /^2^_(^^2_i)X2 

A'f'(l')dV  AfiDdl 


v/l-^^2-l)X'2  /^2^_(^^2_,)X5 

cette  équation  est  intégrable  et  donne 


=  O  '■) 


(5) 


^  [v^^--^^-  — UÀ-  — /i-i^'  — u>''-]  -^^ 


.      ,    r    ^f'(K')dV      ^    r       iAi)di 


L'élimination  de  \  et  )/  entre  cette  équation  (5)  et  les  pre- 
mières (3)  et  (4)  fera  connaître  z  en  fonction  de  x  ely. 

L'analyse  précédente  est  en  défaut  quand  A- =  o  :  nous 
allons  examiner  ce  cas. 

Si  /,•  ^  o,  on  a  ou  c  =  o,  ou  c'  =  o]  si  l'on  suppose  c  =  o, 
/{ 7=0j  (i)  et  (2)  donnent 

by  ^=  h,         bq  r=z  o, 

donc  ^  =  o,  et  ;;  =  f{^)-  Laissons  ce  cas  de  côté  et  supposons 
/-  =  o,  c'=:o;  alors  on  écrit  (i)  et  (2)  ainsi 


h  y  -^  cz  —-  h,         a'  X  ^=  A', 
bq  —  c    =0,         a'p  —  A'N 
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OU  bien 

<jr  -r-  À  =o,  p  =  À'N. 

(3n  voil  que  léqiiation  dlfTérenllelle 

r  =  — -7^  F(^) 

est  celle   de  la  surface;  celte  équaiion  ne  contenant  pas  x 
peut  s  écrire 

on  l'intègre  en  la  difl'érenliant,  ce  (|ui  donne 
dy  =-.  —  zdrj  —  qdz  -^  Y'{q)dq\ 

mais  (Ir  =^  —  dz\  on  a  donc 

q 


ou 


ou  enfin 


(l  —  q-^)dz  =  —  zqdq  —  qV\q  )dq 

dz  _     -</_  _  yF'Cy) 
dq         l-T- q-  l^q^ 


^/' 


=        \    —==r^  qY\q)dq-T-()[x)\. 


0  désignant  une  fonction  arbitraire. 

Les  équations  de  la  surface  sont  de  la  forme 

y  —  qz  —  Yiq), 


-  =  ?('?)- 


VI 


Si  enfin  on  suppose  k  et  A'  nuls,  on  aura  p  =  o,  c'est-à- 
dire  z  =  une  fonction  de  y  seul,  ou  fonction  de  x  seul  si 
q=io.  Lorsque  l'un  des  SNstèmes  de  lignes  de  courbure  se 
confond  avec  les  sections  principales  correspondantes,  on  est 
précisément  dans  le  cas  oùA  =:o;  les  sections  principales, 
lignes  de  courbure,  enveloppent  une  développable  D,  et  les 
normales  à  la  surface  touchent  une  même  développable. 
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Ptéciproquemenl,  si  les  normales  à  une  surface  touchent 
une  même  développable,  les  sections  normales  seront  tan- 
gentes à  cette  développable,  et  ces  sections  normales  seront 
des  lignes  de  courbure.  La  sui-face  elle-même  peut  êli-e  engen- 
drée par  une  courbe  tracée  sur  un  plan  mobile  roulant  sans 
glisser  sur  une  surface  développable.  Dans  les  surfaces  de 
révolution,  cette  développable  se  réduit  à  un  cylindre  éva- 
nouissant qui  est  l'axe  de  la  surface. 


XVI.  —  Surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  d'un  système 
sont  situées  dans  des  plans  parallèles. 

On  obtient  les  équations  de  ces  surfaces  en  écrivant  que  les 
lignes  de  courbure  ont  pour  lune  de  leurs  équations  dv  =  o, 
ou,  si  l'on  veut,  leur  équation  générale  est  satisfaite  pour 
dy  =  G",  on  trouve  ainsi 


pqr  —  {i—p^-)s  = 

o 

ou  bien 

pr            s 
i-^p'^  g' 

d'où  l'on  lire. 

en  intégrant. 

fi  y)  désignant  une  fonction  arbitraire  de  r.  On  a  donc 
ou,  en  changeant /-(jk)  en  ¥{y), 

(l)  I-^/»2  —  ^MMJK)  =  o. 

Pour  intégrer  celte  équation,  on  posera  les  équations  cano- 
niques 

dx  dy  dp  dq 

-i.p"'  —'i,qV{y)~  o    ~  q-^F'iy)' 

on  en  déduira  l'intégrale />  ^^  a,  a  désignant  une  constante; 
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(  i)  donnera  alors 


Ai 


et  I  on  aura 


'-=yiyj 


z  =    I      a  d.r  ~  i  /-— dy\  —  ax  —  ^i-^a-   1      /„'         —  ^' 

J  l  V    ^(y)      J  J  \/F(r) 

b  désignanl  une  nouvelle  constante.  Il  résulte  de  là  que 

cj.)  z  —  ax  -^  \/  i  —  a'''!j(y)  —  b 

est  une  intégrale  complète  de  (i)  (|uand  on  suppose 

la  solution  générale  de  la  question  qui  nous  occupe  s'ob- 
tiendra en  éliminant  a  entre 

z  ^^  ax  -T-  \^  i  —  a-<lf{  y  )  —  ct(  a  >.         \^^  x  - —  1 -ts  {a)\ 

\J  \  —  a- 

c'est,  comme  l'on  voit,  l'enveloppe  d'une  série  de  cvlindres 
ayant  leurs  génératrices  parallèles  à  la  droite  z  —  ax,  paral- 
lèle au  plan  des  zx. 

On  aurait  d'ailleurs  pu  obtenir  directement  l'équation  du 
premier  ordre  des  surfaces  en  question,  en  observant  que  le 
plan  dune  ligne  de  courbure   devait  rencontrer  la  surface 

sous  un  angle  constant  ;  donc 

donc 


s/ 


1  ^  p' 


est  constant  avec  j'. 


ou 


on  tire  de  là 


s/ 


^-^p^=<]\^ 


F(r) 


i'-(j>' 


M  ~"'' 


ce  qui  revient  à  l'équation  (i). 
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XVII.  —  Sur  les  enveloppes  de  sphères. 

Théouèaie  I.  —  Inouïe  enveloppe  de  sphères  a  pour  lignes 
de  courbure  ses  caractéristiques  et  leurs  trajectoires  ortho- 
gonales. 

En  effet,  toute  enveloppe  de  sphères  a  pour  caractéristique 
un  cercle  qui  est  une  ligne  de  courbure  de  la  sphère  enve 
loppée,  et,  comme  cette  sphère  enveloppée  rencontre  l'enve- 
loppe sous  un  angle  constant  (nul),  la  caractéristique  est 
aussi  une  ligne  de  courbure  de  la  surface.  Le  rayon  de  la 
sphère  enveloppée  est  évidemment  unravon  de  courbure  prin- 
cipal de  l'enveloppe;  car  le  ra^'on  de  courbure  de  la  caracté- 
ristique doit  être,  d'après  le  théorème  de  Meusnier,  la  pro- 
jection du  rayon  de  courbure  principal  sur  le  plan  de  la 
caractéristique;  ce  rayon  de  courbure  principal  est  donc  bien 
le  rayon  delà  sphère  enveloppée.  Réciproquement  : 

Théorème  II.  —  Si  un  système  de  lignes  de  courbure 
d^ une  surface  se  compose  de  cercles,  cette  surface  est 
l'enveloppe  d'' une  famille  de  splières. 

En  effet,  soit  MNM'(//i?.  2)  une  ligne  de  courbure  circulaire 
passant  en  un  point  M  ;  soit  MH  l'autre  ligne  de  courbure  pas- 

Fis.  1. 


sant  en  M;  soit  Moj  la  normale  à  la  surface.  Si  en  O  on  élève 
une  perpendiculaire  Oco  au  plan  du  cercle  MNM',  elle  rencon- 
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trcra  la  normale  en  M  à  la  surface  en  to,  (jui  sera,  en  vertu  du 
théorème  de  Mcusuier,  le  centre  de  courbure  de  la  section  nor- 
male passant  suivant  la  tangente  MT  à  la  ligne  de  courbure 
MNM'  en  M.  Si  de  w  comme  centre  avec  wjM  comme  rayon, 
on  décrit  une  splière,  elle  contiendra  le  cercle  MNM' qui  sera 
une  ligne  de  courbure  de  la  sphère  ;  mais  la  sphère  touchera  la 
surlace  suivant  cette  ligne  de  courbure,  en  M;  comme  elle  doit 
la  couper  sous  un  angle  constant,  elle  devra  aussi  la  toucher 
tout  le  long  du  cercle  MNM'  :  la  surface  en  question  est  donc 
une  enveloppe  de  sphères. 

CoROLLAïuK  I.  —  Le  lieu  des  centres  des  sphères  envelop- 
pées est  aussi  le  lieu  des  centres  d'une  des  courbures  prin- 
cipales, c/ui  se  réduit  alors  dans  ce  cas  particulier  à  une 
ligne. 

CoKOLLAïKE  11.  —  Dcvis  Ics  cnvcloppcs  de  sidières  les  nor- 
males rencontrent  une  ligne  fixe. 

XVIII.  —  Surfaces  canaux. 

Parmi  les  enveloppes  de  sphères,  on  distingue  les  transfor- 
mées par  rayons  vecteurs  réciproques  des  développables  dont 
les  propriétés  sont  des  conséquences  de  celles  des  dévelop- 
pables et  celles  dans  lesquelles  le  rayon  de  la  sphère  enve- 
loppée est  constant  :  ces  dernières  sont  appelées  surfaces 
canaux. 

Dans  une  surface  canal,  un  rayon  de  courbure  principal 
est  constant.  Réciproquement  : 

Théorème.  —  Toute  surface  dans  lacjuelle  un  rayon  de 
courbure  est  constant  est  une  surface  canal. 

En  effet,  en  vertu  des  formules  de  O.  Rodrigues,  on  a 


dx  iQ       dy  j         dz 

-R'         ^^'^=-R-'         ^^-^^R^ 
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a,  [3,  y  désignant  les  cosinus  directeurs  de  la  normale,  R  le 
rayon  constant  eidx^  dj,  dz  un  déplacement  effectué  le  long 
de  la  section  principale  correspondante,  ou  de  la  ligne  de 
courbure  correspondante;  R  étant  constant,  on  pourra  inté- 
grer, et  l'on  aura 

X  =  Ra  -f-  rt,        j-  =  R[3  -4-  6,         :;  =  Ry  -^  c, 

«,  6,  C  désignant  trois  constantes  ou,  plus  exactement,  trois 
quantités  restant  invariables  le  long  de  la  ligne  de  courbure 
considérée;  il  existe  donc  deux  relations  entre  ces  quantités, 
et,  par  suite,  on  peut  écrire 

a;— Ra  =  ci(^  — Ry),         jk—  r?  =  ']>(-  — Ry), 

ce  qui  prouve  que  le  lieu  des  centres  de  courbure  est  une 
ligne  dont  les  équations  sont  précisément 

a  =  '^  (c),         6  =  Ai(c). 

Si,  du  point  «,  Z>,  c  comme  centre  avec  R  pour  rayon,  on 
décrit  une  spiière,  elle  aura  pour  équation 

(X  — rt)2-t-(Y  — ^>)2  +  (Z  — r)2=  R2 
ou  bien 

(X  — ^  — Ra)2-T-(  Y— 7  — R!3)2-^(Z  — 5—  Ry)'=  R-; 

elle  passe  en  x^y^  z,  et  les  coefficients  directeurs  du  raj-on 
aboutissant  en  x,  y^  z  sont  a,  [^,  v.  Cette  sphère  est  donc 
tangente  à  la  surface  en  x^  y,  z]  or  cette  sphère  passe  par 
tous  les  points  x,  j",  z  pour  lesquels  «,  h,  c  sont  constants, 
c'est-à-dire  qu'elle  contient  une  ligne  de  courbure  et  qu'elle 
est  tangente  à  la  surface  tout  le  long  de  cette  ligne.  La 
surface  est  donc  bien  une  enveloppe  de  sphères  de  rayon 
constant. 

Lorsque  deux  rajons  de  courbure  restent  constants,  la 
normale  rencontre  deux  courbes  fixes,  et  les  distances  de  son 
pied  aux  points  où  elle  rencontre  les  courbes  fixes  doivent 
rester  constantes,  ce  qui  est  impossible  si  les  courbes  fixes 
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ne  se  réduisent  pas  à  un  point  et  si  les  i^avons  de  courbure 
ne  sont  pas  éyauK.  La  sphère  est  donc  la  seule  surface  dont 
deux  rayons  de  courbure  |)rincipaux  restent  constants. 

XIX.  ~  Sur  la  cyclide  de  Dupin. 

Avant  d'aller  [)liis  loin,  nous  chercherons  à   résoudre   la 
question  suivante,  qui  va  nous  être  utile  : 

Trouve/'  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  /-évolution  pas- 
sa/il pa/-  u/ie  co/iique  dotinée. 

Donnons-nous  la  conique  dans  le  plan  des  xy  '.  son  équalion 
sera 

Aa72-T-  /\.'j2  =  I  ; 

la  surface  du  second  degré  la  plus  générale  passant  par  cette 
conique  aura  pour  équation 

Aar-  -T-  A'j-  -r-  SI'  z-  -r  -iWyz  -;-  2  \V  xz  —  aC '-  ~  i. 

Si  elle  est  de  révolution,  il  faut  que  B'  ou  B  :=  o  :  soit  B'=  o  ; 
alors  il  faudra  encore  que  B-  =  (A  —  A')(A  —  A"),  si  bien 
que  l'on  peut  écrire  ainsi  l'équalion  des  surfaces  de  révolution 
passant  par  la  conique 

l  Ax-  -i-  A'^-  -4-  A"^-  —  %  Bj-^  —  aC"-  =  I, 

^'^  i  B2  =  (A  — A')(A— A"). 

Ecrivons  que  le  centre  est  sur  la  surface,  et  cherchons  le  lieu 
de  ce  centre,  il  faudra  poser 

Kx  =  o, 

k!y  —  B^  =  o, 

BjK  -H  k" z  -T-  G"  —  o, 

G"^  — 1  =  0; 

la  première  de  ces  équations  montre  que  le  lieu  est  plan  et 
contenu   dans  le   plan  des  yz.   L'élimination  de  B,   A",   C" 
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entre   la  seconde  équation  (i)  et  les   trois  dernières  donne 

iV^-r-  -r-  (  A'  -  A  ) i  A^2  _  A>2  _^  1)  =  o 
ou 

AA'72^  A  (A'—  A)^î^(  A'— A)  =  o. 

Le  lieu,  comme  l'on  voit,  se  compose  d'une  conique  placée 
dans  le  plan  des  yz,  et  aussi  d'une  seconde  conique  placée 
dans  le  plan  des  xz.  Les  équations  de  la  conique  proposée  et 
celles  des  coniques  constituant  le  lieu  peuvent  s'écrire 

X-  Y' 

a-         b- 

y-  -- 

a-  —  0-        a- 

T-  z- 

le  foyer  de  chaque  conique  est  le  sommet  d'une  autre  conique, 
et  l'on  voit  que  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution 
passant  par  la  conique  (B)  est  la  conique  (A);  si  l'une  est 
une  ellipse,  l'autre  est  une  hyperbole.  Ces  deux  coniques 
sont  diles  focales  l'une  par  rapport  à  l'autre  :  voici  la  raison 
de  cette  dénomination. 

Cherchons  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point 
de  (A)  sont  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  de  ce 
point.  11  faudra  que,  en  appelant  a,  [3,  v  les  coordonnées  de 
ces  points  on  foyers,  on  ait 

{x  —  'J-Y'-r-i y  —  3 )■- -i-  Y^  =  (■  ix  -r-  my  -\-  n )-, 

/,  m,  Il  désignant  des  nombres  à  déterminer;  on  déduit  de 
l'identification  de  cette  équation  avec  (A) 

(i  —  l-)a-  =^  (i  —  ni-)b''  =  n-  —  a-  —  3-  —  y-, 

Ini  =  0,         a  -^  /«  =r  o,  !j  -r-  mil  =  0. 

En  nous  bornant  aux  solutions  réelles,  nous  avons   ré(|ua- 
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lion  (B);  léquation  (C)    serait    raiitrc   solution.  On  trouve 


aussi 


2_62 


my  —  n  =i/ —  x  —  \/  b- 


on  voit  que  la  somme  des  distances  d'un  point  de  riivperbole 
focale  à  deux  points  diamétralement  0]iposés  de  Fellipse  est 
constante;  les  points  de  la  focale  sont  donc  de  véritables 
fovcrs  dans  l'espace.  On  voit  aussi  que  la  somme  des  distances 
d'un  point  de  l'ellipse  à  deux  points  fixes  de  1  livperbole  est 
constante,  etc. 

Il  est  évident  que  le  cône  de  révolution,  qui  a  |)0ur  sommet 
un  point  de  (C)  et  pour  base  la  conique  (A),  a  son  axe  dirigé 
suivant  la  tangente  à  riivperbole;  en  efTet,  cette  tangente  par- 
tage en  deux  parties  égales  l'angle  des  génératrices  du  cône 
(pii  sont  dans  le  plan  de  Fbvperbole  et  aboutissent  au  som- 
met de  l'ellipse  qui  est  le  fover  de  l'hyperbole. 

La  cyclide,  étudiée  avec  soin  par  Cli.  Dupin,  est  une  sur- 
lace dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  circulaires. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu,  les  normales  rencontreront 
deux  courbes  fixes  C  et  C;  en  effet,  la  cyclide  sera  de  deux 
manières  une  enveloppe  de  sphères,  et  la  normale  rencon- 
trera les  lieux  des  centres  de  ces  sphères  (p.  42)-  La  normale 
à  la  cvclide  s'appuyant  sur  une  ligne  de  courbure  circulaire 
passe  par  un  point  fixe  de  la  courbe  C  et  longe  la  courbe  C; 
cette  courbe  C  est  donc  sur  un  cône  du  second  degré,  elle 
se  trouve  même  sur  une  infinité  de  cônes  du  second  de£:ré 
ayant  pour  bases  les  lignes  de  courbure  d'un  même  système. 
Cette  courbe  C  est  donc  une  conique.  En  effet,  par  une 
courbe  du  quatrième  degré  proprement  dite,  on  ne  peut  pas 
faire  passer  une  infinité  de  surfaces  de  révolution  et  il  en  est 
de  même  de  la  courbe  C. 

La  courbe  C  est  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolu- 
tion passant  par  C;  donc  C  et  C  son t/bea/e^ l'une  de  l'autre. 

Cherchons  la  trace  de  la  surface  sur  les  plans  des  courbes  C 
et  C  .  Soient  T  cotte  trace,  M  un  de  ses  points  :  la  normale  en 
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Ma  la  surface  doil  rencontrer  G  et  C;  donc  elle  rencontre 
l'une  des  courbes  et  passe  par  le  sommet  de  l'autre  qui  est  un 
point  fixe.  La  normale  à  T  passe  donc  par  un  point  fixe  ;  donc 
enfin  T  se  compose  de  deux  cercles  a\ant  leurs  centres  aux 
points  qui  sont  à  la  fois  le  fover  d'une  des  courbes  C  et  le 
sommet  de  1  autre. 

Mais  n'oublions  pas  que  la  cjclide  est  une  enveloppe  de 
splières  (p.  4-^)-  Les  plans  des  courbes  C  et  C  doivent  être 
des  plans  de  svmétrie  :  la  sphère  enveloppante  peut  être 
censée  avoir  son  centre  en  un  point  w  de  C  qui  sera,  si  l'on 
veut,  l'hyperbole;  son  rayon  est  la  ligne  ojM  qui  va  de  to  en 
un  point  M  de  la  surface  que  l'on  peut  supposer  dans  le  plan 
de  Ihvperbole;  elle  touche  donc  deux  sphères  avant  pour 
grands  cercles  les  traces  de  la  surface  sur  le  plan  de  l'hvper- 
bole.  Mais  la  difi'érence  des  distances  du  point  a  à  deux  points 
diamétralement  opposés  de  l'ellipse  est  constante;  donc  la 
sphère  enveloppante  touche  une  infinité  de  sphères  fixes; 
donc  : 

La  cyclidepeut  être  considérée  comme  V  enveloppe  d' une 
série  de  splières  touchant  trois  splières  fixes, 

théorème  dû  à  Dupin  et  qui  peut  servir  de  définition  à  la 
cyclide. 

Toute  cyclide  peut  être  considérée  comme  la  trans- 
formée par  tarons  vecteurs  réciproques  d'un  tore. 

(  Ma>_\hf.i.\i  ). 

En  effet,  la  transformée  dune  enveloppe  de  sphères  tou- 
chant des  sphères  est  encore  une  enveloppe  de  sphères  tou- 
chant des  sphères  ou  des  plans. 

Or,  parmi  les  sphères  que  touche  la  cvclide,  il  v  en  a  deux 
qui  sont  tangentes,  car  la  condition  de  contact  n'impose 
qu'une  seule  condition.  Prenons  le  point  de  contact  pour 
pôle  de  la  transformation;  ces  sphères  tangentes  deviendront 
deux  plans  parallèles,  et  la  transformée  de  la  cyclide  deviendra 
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l'enveloppe  d'une  série  de  sphères  touchant  une  sphère  et 
deux  plans  parallèles,  c'est-à-dire  un  tore. 

Réciproquement,  la  transformée  d'un  tore  est  évidemment 
une  cyclide,  ce  qui  prouve  d'ailleurs  l'existence  de  la  cyclide. 

XX.  —  Trajectoires  orthogonales  d'un  plan  mobile. 

Les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  surfaces  sont 
des  lignes  qui  renconlrent  les  surfaces  de  la  famille  à  angle 
droit. 

Proposons-nous  de  trouver  les  trajectoires  orthogonales 
d'un  plan  mobile 

(1)  ax  —  by  -\-  cz  —  p  =  o, 

rt,  b,  c,  p  désignant  des  fonctions  d'un  j)aramètre  /,  telles  que 
rt,  b^  c  soient  précisément  les  cosinus  directeurs  du  plan.  En 
appelant  dx,  dy^  dz  les  composantes  de  l'élément  ds  d'une 
trajectoire  orthogonale,  les  équations  différentielles  de  cette 
trajectoire  seront  (i)  et  les  suivantes,  dont  deux  seulement  sont 
distinctes, 

dx  (ly       ,  dz 

(^>  ^  =  ^''        7/.=^'         ds='- 

Ces  équations  intégrées  feront  connaître  x,  j-,  c  en  fonction 
de  t  et  de  deux  constantes  arbitraires  a,  |j. 

Considérons  les  courbes  que  l'on  obtient  en  donnant  une 
valeur  déterminée  à  ^  :  si  l'on  élimine  a  entre  les  équations 
de  ces  courbes,  on  obtiendra  l'équation  dune  surface  S  à 
laquelle  les  plans  mobiles  seront  normaux;  plus  généralement, 
on  obtiendra  une  surface  S  à  laquelle  les  plans  mobiles  seront 
normaux  en  liant  entre  eux  a  et  ^3  d'une  manière  quelconque 
et  en  les  éliminant  des  équations  des  trajectoires. 

Je  dis  que  la  surface  S  ainsi  obtenue  a  pour  lignes  de  cour- 
bure ses  intersections  avec  le  plan  mobile  et  les  trajectoires 
orthogonales  de  ce  plan.  Et  en  effet  les  normales  à  la  surface 
le  long  des  intersections  avec  le  plan  mobile  sont  dans  ce 
L.  —   Traité  d'Analyse,  VII.  4 
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plan  et  forment  une  développable.  De  là  une  infinité  de 
moyens  de  se  procurer  des  surfaces  dont  les  lignes  de  cour- 
bure d'un  sjslème  sont  planes,  et  même  sphériques,  en  faisant 
usage  d'une  transformation  par  ravons  vecteurs  réciproques. 

11  y  a  plus,  un  raisonnement  analogue  au  précédent  prouve 
que  les  surfaces  lieux  des  trajectoires  orthogonales  d'une 
famille  de  sphères  ont  pour  lignes  de  courbure  leurs  inter- 
sections avec  les  sphères  mobiles. 

J.-A.  Serret,  dans  les  tomes  XLI  etXl^II  des  Mémoires  de 
r Académie  des  Sciences  et  dans  les  noies  du  Calcul  diffé- 
rentiel et  intégral  de  Lacroix,  a  étudié  les  surfaces  dont  les 
lignes  de  courbure  sont  les  trajectoires  orthogonales  de  plans 
ou  de  sphères  mobiles. 

XXI.  —  Étude  des  lignes  asymptotiques. 

Nous  avons  appelé  lignes  asymptotiques  d'une  surface 
celles  qui,  en  chacun  de  leurs  points,  sont  tangentes  aux 
asvmptotes  de  l'indicatrice,  et  nous  avons  vu  qu'elles  avaient 
pour  équation  différentielle 

(i)  /■  dx-  ~\-  is  dx  dy  -+-  t  dy-  =  o. 

Quand  l'équation  de  la  surface  est  donnée  sous  la  forme 

l'équation  de  l'indicatrice  est  (p.  3) 

/„(x-^r4-...+2/o3(y-j')(z-^)-^...  =  ,; 

l'équation  de  ses  asymptotes  est 

par  conséquent,  l'équation  des  asymptotiques  s'obtiendra  en 

remplaçant  X  —  Xj  \  — r,  Z  —  s  par  dx,  dy,  dz,  ce  qui 

donnera 

fiidx-  + . . .  -I-  2/23  dy  dz  -^.  ..  =  0 
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OU,   SOUS    une    forme    condensée,   c/-y=  o.    en    considérant 
x,y,  ^  comme  des  variables  indépendantes. 
Comme  on  a  identiquement 

c/^z  —  p  ci- X  —  fj  d-y  -^  i (  /'  dx-  -^  -is  dx  dy  -4-  t  dy-  ), 

l'équation  f  i)  peut  aussi  se  mettre  sous  la  forme 

p  d-x  -^  q  d'y  —  d-z  =  o. 

qui  exprime  que  la  direction  p^  q,  —  r ,  de  la  normale  à  la 
surface,  est  perpendiculaire  à  la  direction  d'-x^  f^'}'-,  d^ ^ 
de  la  normale  principale  à  la  courbe,  donc  : 

Dans  toute  asymptotique,  le  plan  oscillateur  est  tan- 
gent à  la  surface,  et  réciproquement  ;  les  asvmptotiques 
peuvent  se  définir  des  courbes  dont  le  plan  oscillateur  est 
lancent  à  la  surface. 

Le  théorème  de  Meusnler  ne  peut  pas  fournir  alors  le 
ravon  de  courbure  d'une  asvmptotique,  et,  en  effet,  le  ravon 
de  courbure  de  la  section  normale  tangente  à  lasymptotique 
est  infini,  et,  pour  obtenir  le  ravon  de  courbure  de  l'asjm- 
ptotique,  il  faudrait  le  multiplier  par  le  cosinus  d'un  angle 
droit. 

Si  l'on  se  souvient  (p.  4)  que  les  asymptotes  de  l'indica- 
trice coupent  la  surface  en  trois  points  confondus  ou  ont 
avec  elle  un  contact  du  second  ordre,  on  pourra  encore 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  aux  lignes  asrmptotiques  ont  un  contact 
du  second  ordre  cn-ec  la  surface. 

Il  résulte  de  la  définition  même  des  asymptotiques  que,  si 
on  les  projette  sur  un  plan  normal  à  la  surface  passant  par 
une  de  leurs  tangentes,  elles  toucheront  en  projection  leur 
tangente  en  un  point  d'inflexion. 

La  formule  de  Lancret 

d^  =  f/0  -+-  d-. 
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se  réduit,  pour  une  ligne  asvmpLolique,  à 

d'b  =  d-, 

puisque  l'angle  B  du  plan  osculateur  et  du  plan  tangent  à  la 
surface  est  toujours  nul.  On  peut  donc  dire  que  : 

La  torsion  géodésique  cV une   ligne  asjmptolique  est 
égale  à  sa  torsion  proprement  dite. 

Elle  est  donc  donnée  par  la  formule  (p.  28) 

I 


Une  ligne  asvniptolique  ne  saurait  être  plane  à  moins  d'être 
droite  :  cela  résulte  de  la  formule 

d'b  =  dd  -^  dx. 

Si  l'on  j  suppose  r/':  =  o,  il  reste  d'I  =  dH;  mais  la  torsion 
géodésique  ne  peut  être  nulle  que  suivant  les  sections  prin- 
cipales, donc  dH  n'est  pas  nul;  mais  9  est  l'angle  du  plan 
osculateur  avec  le  plan  tangent;  cet  angle  doit  donc  être 
indéterminé  si  la  courbe  est  plane,  cette  courbe  doit  donc 
être  une  ligne  droite.  Autrement,  si  une  asvmptotique  est 
plane,  son  plan  doit  être  tangent  à  la  surface-,  ce  plan  tangent 
doit  donc  être  tangent  suivant  une  ligne  qui  alors  sera  sin- 
gulière, à  moins  d'être  une  génératrice  rectiligne  dont  le 
plan  sera  alors  indéterminé.  On  verrait  de  même  que  l'hélice 
ne  peut  pas  être,  en  général,  une  ligne  asvmptotique,  car, 
dans  la  formule  d'I  =  dH  -f-  d-^  il  faudrait  encore  supposer 
(/f)^o,  c/t  =  o,  et  Ion  ne  peut  pas  avoir  sur  une  surface 
d'I  z=  o,  si  ce  n'est  le  long  d'une  ligne  de  courbure. 

XXII.  —  Lignes  asymptotiques  des  surfaces  du  second  ordre. 

Soit 

(i)  \x-^-^Byi-^Cz'-=i 

l'équation  de  la  surface  dont  on  désire  les  asymptotiques  ; 
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leur  équation  esl 

/i  1  dx^-  -^  -if-is  dy  dz-h...  =  o 

et,  dans  le  cas  actuel, 

A dx'-  -+-  B dy-  ~Cdz^-  =  o. 

Remplaçons  ciz  par  sa  valeur  tirée  de  (i)  :  nous  aurons 

*    /   8   .    n  ^  7   ,    r  ^   (  J^  3!^  dx  -+-  By  dr  )- 

A  dx^  -h  B  dr-  -^  C  -^  7 — ; — -,-,    ,      =  o, 

C      I  —  \x- — lir- 

c'est-à-dire 

B  dy-(i  —  \x^-)  -^  7.AB xy  dx  dy  -h  X  dx'^{i  —  6/2)  =  o 
ou 

{ 1  )  B^-'2 (  I  —  A x"- )  -!-  9.  XBxyy' -H  A (  1  —  Bj'2 )  =  o. 

Difierentions  :  nous  aurons 

•b'"[(i  —  ^^-)y-^  -V-^r]  =  o, 
d'où  l'on  lire,  en  supposant  B^o, 

y"  =  o         ou         (i  —  \x'-)y' -\-  Xxy  =z  o\ 

j'"=  o  donne  des  droites  que  l'on  obtient  en  supposant  y 
constant  dans  l'équation  (2);  en  éliminant  y'  entre  l'autre 
écpialion  et  (2),  on  a 

Xx'  -^  Bt-  —  1  =  0: 

c'est  l'enveloppe  des  projections  des  génératrices. 

XXIII.  —  Des  lignes  géodésiques. 

On  appelle  /ignés  géodésiques  d'une  surface  celles  dont 
le  plan  osculateur  est  sans  cesse  normal  à  la  surface  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  celles  dont  la  normale  principale  coïn- 
cide avec  la  normale  à  la  surface.  Nous  verrons  plus  loin  que 
l'on  peut  encore  les  définir  le  plus  court  chemin  d'un  point 
à  un  autre  sur  cette  surface  (p.  3--,  t.  V). 
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D'après  cela,  en  appelant  p^  q  les  dérivées  partielles  du  z 
de  la  surface,  les  équations  des  lignes  géodésiques  seront,  en 
prenant  1  arc  pour  variable, 

d'^x  _  d^y  _       d'-z 
p     ~     q      ~  1 

ou  bien  encore,  en  appelant  A,  R,  C  les  coefficients  du  plan 

osculaleur, 

kp^V,q  —  Q.  =0. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  établir  l'identité  de  ces  deux 
formules;  quant  à  la  seconde,  on  a  adjoint  l'équation  de  la 
surface. 

Si  l'on  suppose  la  surface  donnée  par  l'équation 

l'équation  des  lignes  géodésiques  sera 

(a)  A/,  +  B/o-C/3  =  o, 

fijfii  '  •  ■  désignant  les  dérivées  de  f.  On  peut  kii  donner 
une   forme  remarquable  :   si   l'on  désigne  par  N  le  radical 

ou,  en  dilTérentiant, 

/■<4)-/'<4)-/"'(4)=°- 

Remplaçonsyi,y"2iy3  parles  quantités  d'-x,  d'-y,  d-  z  qui  leur 
sont  proportionnelles,  quand  on  prend  l'arc  s  pour  variable, 
ou  mieux  par  leurs  expressions  d'-xds  —  d-sdx,  .  .  .  rela- 
tives à  une  variable  quelconque;  nous  aurons 


\  {d'-x  ds  —  d-  s  dx  )  d 
ou  bien 


/. 


2_.  (/^--z"  ci  s  —  d-  s  dx)  (  N  <r//|  —  /',  rf.\ 
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c'csl-à-dire 

N  ds  y  dfy  dix  -  N  d^ s  y  dfi  dx 

—  f/\  ds  7  J\  d-x  +  <:/.\  d- s  /  /j  dx  =  o  ; 

en  faisant  alors  usage  des  formules 

y  y'i  f/.r  =  o,  y  (  (//"i  f/.r  -:-  /,  d'-  X  )  =  o , 

la  précédente  devient 

N  ds  y  J/i  d'- .r  —  y  dj\  dx ( ."V  d^ s  —  d\ds)  =  o ; 
cette  équation  peut  s'écrire 


^dj\ 


dx 


ds         N 


=  (). 


Telle  est  la  forme  donnée  par  Joachimslahl  à  Técpiation 
des  lignes  géodésiques,  et  démontrée  par  M.  O.  Bonnet  par 
des  considérations  purement  géométriques. 

Pour  une  surface  du  second  ordre 


^        -Il  -^  —  —    ■ 
a-        0-        c- 


on  a 


.        j.x  ,.    „  idxd-x  idx- 

/.=  -r'         df,d^-x=--^,         dj,dx=-—r, 

on  a  donc 

y  c(/i  d-x  —  -  dy  dfi  dx, 

et  l'équation  des  lignes  géodésiques  s'écrit 


^dfi,dx 
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OU 

-  log  2,  '^(/i  ^^-^  —  log ds  -+-  logN  —  oonst.  ; 
on   a  ainsi  une  inlégrale  première  immédidiemenl. 

XXIV.  —  Propriétés  des  lignes  géodésiques. 

Kous  avons  défini  lignes  géodésiques  celles  dont  le  plan 
oscillateur  est  normal  à  la  surface  ;  d'où  ce  premier  théorème  : 

Théorème  I.  —  La  normale  principale  cV une  géodésique 
est  normale  à  la  surface  sur  laquelle  elle  est  tracée. 

Si  l'on  se  reporte  alors  à  la  théorie  des  courbes  à  double 
courbure  et  si  l'on  se  rappelle  comment  une  courbe  gauclie 
se  projette  sur  son  plan  osculateur,  et  sur  les  plans  qui  lui 
sont  perpendiculaires,  on  pourra  énoncer  cet  autre  théorème  : 

Théokème  II.  —  La  projection  d'une  ligne  géodésique 
sur  le  plan  tangent  à  la  sur/ace  présente  une  inflexion  au 
point  de  contact. 

Car  le  plan  tangent  passe  par  la  tangente  perpendicidai- 
rement  à  la  normale  principale. 

Théouème  Ht.  —  Une  ligne  géodésique  est  en  général 
un  minimum  parmi  celles  qui  passent  par  les  deux  mêmes 
points. 

En  effet,  prenons  d'aboid  deux  points  M  et  M'  assez 
rapprochés  l'un  de  l'autre.  Soient  c  la  corde  MM',  s  un  arc  de 
courbe  quelconcpie  tracé  sur  la  surface  de  M  en  M',  R  son 
ravon  de  courbure  en  M;  soienti'l'arc  de  géodésique  passant 
en  M  et  en  M',  R'  son  ravon  de  courbure  en  M.  On  a 


24  R- 
24K'2 
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d'où 


I 


Si  les  points  M  et  M' sont  assez  rapprocliés,  le  premier  terme 
(lu  second  membre  donne  son  signe  à  ce  membre,  et  par  suite 

à  s  —  s'  :  si  donc  on  a  s'  <Z  v,  on  devra  avoir  777  <  ttî  ■'^insi  : 

De  toutes  les  courbes  allant  de  M  en  M',  la  plus  courte 
aura  en  M  la  plus  faible  courbure,  cette  propriété  ayant  lieu 
quelque  petite  que  soit  la  corde  c;  mais,  si  une  ligne  est  la 
plus  courte  entre  deux  points  A  et  B,  elle  doit  être  la  plus 
courte  entre  deux  quelconques  de  ses  points  M  et  M',  suffi- 
samment rapprocbés,  c'est-à-dire  qu'elle  doit  avoir  la  plus 
faible  courbure  en  M,  parmi  toutes  les  courbes  allant  de  M 
en  M'.  Celte  j>ropriélé  avant  lieu  quelque  petit  que  soit  MM', 
on  voit  que  la  ligne  minima  est  de  louies  les  lignes  possédant 
même  tangente  celle  qui  a  la  courbure  la  jîIus  faible;  donc,  en 
vertu  du  théorème  de  jMeusnier,  elle  a  son  plan  osculateur 
normal  à  la  surface. 

Cette  démonstration  prou\e  que,  si  une  ligne  est  minima. 
elle  est  géodésique;  mais  elle  n'établit  que  partiellement  la 
réciproque,  c'est-à-dire  qu'une  ligne  géodésique  n'est  minima 
que  pour  des  points  de  son  parcours  suffisamment  rapprochés. 

THÉ0Ri;:ME  I\  .   —  Etant  donnée  une  courbe  quelconque 


MS  {^fig-  3)  tracée  sur  une  surface,  on  mène  les  lignes  géo- 
désiques  MN,  M'N'.  ....  normales  à  MS,  et  l'on  prend 


MN   =   M    -\': 
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Le  lieu  des  poiiiLs  N,  N',  .  .  .  sera  iionnaL  aux  lignes  MN, 

M'N',  .... 

Soient  /•  l'arc  de  géodésiqiie  MN,  s  l'arc  de  la  courbe  NN', 
V  l'angle  de  jNN'  avec  NM  :  on  a 

dx  àx        dy  dy        dz  ôz 

COSV    =      r H    -  -       ,        -\ -• 

or    Us         Or  as         Or   Os 

Supposons  que  Ton  fasse  varier  les  longueurs,  telles  que  MN  : 

on  aura 

(?cosV  _  dx    d-x         dx  ô^x 
dr  dr  dr  ds        Os    or^ 

or  on  a 

dx    d^x         dy    d^y         dz    d-z  i    d   dx--[- dy--^  Oz-         i   d.} 

dr  dr  ds    '    dr  dr  ds        dr  dr  Os        2  Os  Or-  ~  -j.    Os    ~~ 

on  a  donc  simplement 

(^cosV  _  dx  d'X        dy  d'-y        Oz  0- z 
dr  ds    dr-     '     ds   dr-         Os  dr- 

En  remplaçant ---^5  •••  parleurs  valeurs  déduites  des  équa- 
tions 

d-x  d^  y  Oi  ■-  I 


dri    -P         Or'-    •  ^  Or^         H  \/i -^/.^  -  ry^  ' 

qui  expriment  que  la  normale  principale  à  la  ligne  géodésique 
est  la  normale  à  la  surface  (/?,  q  désignant,  comme  à  l'ordi- 
naire, le  -,—  et  le  v-  de  la  surface,  Pv  est  le  ravon  de  courbure 

Ox  Oy  ' 

de  la  ligne  géodésique),  on  a 
(^cosV       (  dx  dy 


dr  \ds  ds 


1 


'^V    li/l-r-/?^" 


T        ]  •        , •  1      <    I       1  •  .        dx     dv     dz 

J^a  ciireclion  p.  r/,  —  1  est  normale  a  la  du-ection  ^-i  —  •  -— ; 
'  '   ^  ds      Os     ds' 

donc 

d  cos  V 

ainsi  l'angle  V  ne  dépend  pas  de  /■,  on  peut  donc  prendre 
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/•  =  o;  alors  cosV  =  o,  donc  cosV  est  loiijours  nul  et,  par 
suite,  le  théorème  est  démontré. 

Remarque.  —  Si  par  un  point  fixe  O  on  imagine  une  série 
de  géodésiqucs  de  même  longueur  OM,  on  obtiendra  une 
courbe  que  l'on  appelle  cercle géodésique,  et  dont  le  point  O 
est  le  centre,  OM  le  rayon  géodésique.  Les  rayons  géodé- 
siqucs coupent  le  cercle  sous  un  angle  droit.  Ce  théorème 
peut  se  déduire  du  précédent  :  on  ])eut  aussi  démontrer  que 

— - —  est  nul  ou  que  V  ne  dépentl  pas  de  1  orientation  de  la 

géodésique  OM. 

TuÉouÈMF,  A  .  —  Si  deux  géodésiqucs  se  coupent  sous 
un  angle  infiniment  petit  dio,  et  si  l'on  porte  sur  chacune 
d'elles,  à  partir  de  leur  point  C)  d' intersection,  des  lon- 
gueurs égales  OM,  0M'=  dl  infiniment  petites^  on  aura 

y\yv=  (iitho. 

Eu  clFet,  projetons  la  figure  OM.M'  sur  le  plan  tangent  à 
la  surface  eu  O;  soient  m  et  m'  les  projections  de  M  et  M', 
Om  et  Om'  ont  en  O  un  point  d'inflexion. 

La  difTérence  entre  mm'  et  ]MM'  est  du  second  ordre  par 
rapport  à  chacune  de  ces  deux  lignes,  on  peut  donc  prendre 
]MiM'=  mm' ;  l'angle  do)  se  projette  en  vraie  grandeur,  car  les 
tangentes  à  OM  et  à  OM'  sont  dans  le  plan  tangent.  Ces  tan- 
gentes sont  aussi  tangentes  à  Om  etO/;/;  mais,  comme  il  y  a 
inflexion  en  O,  les  distances  de  M  et  m'  à  leurs  tangentes  sont 
du  troisième  ordre,  comme  mm'  est  du  second  ordre  :  on  peut 
remplacer  les  points  m  et  m'  par  leurs  projections  sur  les 
tangentes  en  question,  et  l'on  a  alors 

tnin'  =  iALAr=  cIm  dl. 

c.  Q.  F.  D. 

Théorème  W.  —  La  torsion  géodésique  cl' une  ligne 
géodésique  est  égale  à  sa  torsion  proprement  dite,  ce  qui 
justifie  la  dénomination  de  torsion  géodésique. 
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Cela  résulte  de  la  formule 

d'h  =  dO  +  dz. 


car  9=-,  f/f)^=oet,   par  suite,   la   torsion  géodésique  est 
ds 


^   dz  . 

bien  égale  à  -y-i  torsion  proprement  dite  de  la  courbe 


Théokème  VII.  —  Les  torsions  des  courbes  géodésiques 
qui  passent  pa?-  un  même  point  d'une  surface  varient  donc 
comme  les  carrés  des  rayons  vecteurs  d'une  double  lemnis- 
cate  de  Bernoulli. 

Théorème  VIII.  —  Les  courbures  des  lignes  géodésiques 
qui  passent  par  un  même  point  d'une  surface  varient 
comme  les  courbures  des  sections  normales  ciui  leur  sont 
tangentes  et,  par  suite,  comme  les  carrés  des  rayons  vec- 
teurs de  l'indicatrice. 

Puisque,  d'après  le  théorème  II,  ce  sont  des  lignes  de  plus 
petite  courbure  parmi  celles  qui  sont  tangentes  à  une  même 
droite  en  un  point  donné. 

Remarque.  —  La  courbure  d'une  ligne  géodésique  tan- 
gente à  une  asymptote  de  l'indicatrice  est  donc  nulle,  et,  si 
l'indicatrice  est  une  hyperbole  équilatère,  les  géodésicjues 
tangentes  à  ses  asymptotes  auront  à  la  fois  une  courbure  et 
une  torsion  nulles. 

Les  lignes  géodésiques  donnent  lieu  à  une  géométrie  sur 
les  surfaces,  qui  a  une  grande  analogie  avec  la  théorie  de  la 
ligne  droite  en  Géométrie  plane;  nous  avons  déjà  développé 
quelques-unes  de  ces  analogies  :  nous  nous  bornerons  à  énon- 
cer les  propositions  suivantes  en  laissant  au  lecteur  le  soin 
de  les  démontrer. 

Si  l'on  appelle  ellipse  géodésique  d'une  surface  le  lieu 
des  points  tels  que  la  somme  des  lignes  géodésiques  menées 
de  ces  points  à  deux  points  fixes  z^T^e\és  foyers  soit  constante, 
la  tangente  à  l'ellipse  géodésique  en  un  point  de  cette  courbe 
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partagera  en  deux,  parties  égales  l'angle  des  géodésiques  allant 
du  point  de  contact  aux  foyers. 

Plus  généralement,  le  théorème  de  Poinsot  sur  les  tan- 
gentes aux  courbes  planes  s'applique  encore  aux  courbes 
tracées  sur  les  surfaces;  mais  il  faut  substituer  aux  droites 
(|ui  entrent  dans  l'énoncé  ordinaire  de  ce  théorème  des  géo- 
désiques. 

XXV.  —  Lignes  de  niveau  et  de  pente. 

Les  lignes  de  niveau  d'une  surlace  sont  les  sections  paral- 
lèles au  plan  des  xy  supposé  horizontal.  Les  lignes  de  pente 
sont  les  trajectoires  orthogonales  de  celles-ci. 

Par  exemple,  dans  l'ellipsoïde 

a-        b-         c- 
les  lignes  de  niveau  ont  [)Our  équation 

—  -^  Vt  =  1^^ 
a-        b- 

k  désignant  une  constante,  et  leur  équation  dilîérentielle  est 

X  dx         V  dv 
«'  b- 

leurs  trajectoires  orthogonales  ont  pour  écjuation 

X  dv       y  dx 


b-x  dy  —  «-J'  dx  =  o; 
en  divisant  par  xy ^  elle  s'intègre  immédiatement  et  donne 

6-log/  —  a-  logo-  =  ronst.  =  log/i, 
et  l'on  en  déduit 

y>J°  =  kxo> 
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et,  en  posant  —  =  o-  et  en  modifiant  le  sens  de  A", 

y  =  /,:xff; 

ce  sont  des  paraboles  si  g-  est  commensurable.  Quand  a^  b^ 
l'ellipsoïde  est  de  révolution  et  l'on  a  des  droites,  ce  qui  était 
évident  a  priori. 

Cherchons  encore  les  lignes  de  pente  du  paraboloïde  hyper- 
bolique 

r 

l'équation  des  courbes  de  niveau  est  j' = /?ix  :  ce  sont  des 
droites  issues  d'un  point  fixe,  leurs  trajectoires  sont  des 
cercles  en  projection.  Dans  l'espace,  ce  sont  des  courbes  du 
quatrième  ordre.  Les  lignes  de  pente  de  tout  conoïde  droit 
se  projetteront  pour  la  même  raison  suivant  des  cercles. 

Les  lignes  de  niveau  et  de  pente  des  surfaces  de  révo- 
lution à  axe  vertical  sont  évidemment  les  parallèles  et  les 
méridiens. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Trouver  les  lignes  asymptotiques  et  les  lignes  de  courbure  de 
riiélicoïde  gauche  à  plan  directeur  (c'est  un  conoïde  engendré  par 
une  droite  qui  s'appuie  sur  l'axe  d'une  hélice  et  sur  celte  hélice  en 
restant  perpendiculaire  à  l'axe). 

2.  Trouver  les  lignes  asymptotiques  d'un  tore  engendré  par  un 
cercle  tournant  autour  d'une  de  ses  tangentes. 

{Concours  de  licence,  nov.  1882.) 

3.  Trouver  les  asymptotiques  de  la  surface 

x^  -\-y^  -r-  z^  —  "àoryz  =  «3, 
et  montrer  que  cette  surface  est  de  révolution. 

4.  Sur  une  surface  quelconque,  les  lignes  de  courbure  n'ont  pas 
d'enveloppe.  (Moutard.) 
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,").  Trouver  le?  lignes  de  courbure  du  paiaboloïde  z  =  ry. 

6.  Trouver  les  lignes  asymptotiques  du  conoïde;;  =  cp  (  —  j  ;  mon- 
trer que  ces  lignes  peuvent  toujours  se  trouver  par  des  quadratures. 

7.  Trouver   les    lignes   de   courbure    et    les  asymptotiques    de   la 

surface 

.ryz  =  a\ 

8.  Si  une  ligne  asym|)t(>lique  est  géodésique,  elle  est  droite. 

9.  Si  toutes  les  lignes  asymptotiques  d'un  même  système  sur  une 
surface  sont  planes,  cette  surface  est  réglée  et  les  asymptotiques  en 
question  sont  les  génératrices. 

10.  Si  les  tangentes  d'une  courbe  rencontrent  une  sphère  sous  un 
angle  constant,  cette  courbe  est  une  géodésique  de  cône  ayant  son 
sommet  au  centre  de  la  sphère.  (Paul  Serret,  Théorie  géométrique 
et  mécanique  des  courbes  à  double  courbure.) 

11.  Si  les  norniales  principales  d'une  courbe  font  un  angle  constant 
avec  une  droite  fixe,  celte  courbe  est  une  géodésique  d'hélicoïde 
développable.  {Id-) 

12.  Si  les  normales  |)rincipales  dune  courbe  rencontrent  une 
droite  (ixe  D,  celte  courbe  est  une  géodésique  d'une  surface  de 
révolution  autour  de  D.  {Id.) 

13.  Si  les  tangentes  à  une  courbe  rencontrent  une  droite  fixe, 
celte  courbe  est  plane;  on  peut  déduire  de  là  un  moyen  pour  expri- 
mer qu'une  courbe  est  plane. 

li.  Toute  surface  développable  est  la  surface  rectifiante  de  ses 
géodésiques. 

lîj.  Si  l'on  fait  rouler  un  plan  sur  une  surface  développable  S,  une 
courbe  G,  tracée  sur  le  plan,  engendrera  une  surface  S';  la  courbe  C 
sera  à  la  fois  dans  toutes  ses  positions  ligne  géodésique  et  ligne  de 
courbure  de  S'.  Si  la  courbe  G  se  réduit  à  une  droite,  la  surface  S' 
sera  développable.  (MoNGE.) 

16.  Toute  développable  ayant  ses  lignes  de  courbure  planes  est  un 
hèlicoïde. 

17.  Toute  développable  circonscrite  à  une  surface  le  long  d'une 
ligne  de  courbure  plane  est  un  hèlicoïde. 
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18.  Toute  développable  ayant  pour  lignes  de  courbure  ses  géné- 
ratrices et  des  cercles  est  un  cône  de  révolution. 

19.  Lignes  asymptotiques  de  la  surface  ^  =f(x) — f{y)- 
'•10.  Lignes  de  courbure  de  la  surface 

e~"  =  sinT  sinj>'. 
:21.  Les  lignes  asymptotiques  de  la  surface  tétraédrale 

sont  données  par  (i)  et 

m  m  m 

X  -I-  ^  -+-  Y  =  o  ; 
a,  ^,  Y  sont  d'ailleurs  arbitraires. 
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CHAPITRE  IL 

GÉOMÉTRIE    SPHÉRIQUE. 


I.  —  Coordonnées  sphériques. 

On  peut  représenter  un  point  M  sur  la  sphère,  en  le  rappor- 
tant comme  il  suit  à  un  triangle  trirectangle  x,  j',  z.  Soit  O 


Fig.  k- 


le  centre  {^Jig-  4)  •  par  -^  et  j-  nous  ferons  passer  des  arcs  de 
grand  cercle  j:Q,  J'P  rencontrant  le  point  M.  Nous  poserons 

;  =  tang;;P,         •/;  =  lang^Q; 

en  appelant  x,  y,  z  les  coordonnées  de  M  par  rapport  aux  axes 
Ox,  O  )■,  Or,  on  a 


u) 


En  effet,  par  exemple,  on  a 

z  =  OMcosMPcos^P, 
x  =  OMcosMP  sin^P; 
L.  —  Traité  d'Analyse,  Vil. 
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d'où 

y        sin^P  „ 

z         cos^P  °  ' 

Les  formules  (i)  serviront  au  ca'cul  des  coordonnées  sphé- 
riques  ç  et  7,  d'un  point  dont  on  connaîtra  les  coordonnées 
ordinaires. 

On  peut  d'ailleurs,  à  un  autre  point  de  vue.  considérer  les 
coordonnées  œ,  r,  ;  comme  des  coordonnées  sphériques 
homogènes. 

Equation  dhin  grand  cercle.  —  Un  grand  cercle  est  la 
trace  sur  la  sphère  d'un  plan  qui  passe  par  le  centre  :  son  équa- 
tion est 

(2)  A^  — B;-^C;  =  o; 

en  divisant  par  ;  et  en  faisant  usage  des  formules  (1),  on  aura, 
pour  tous  les  points  du  plan  (2)  situés  sur  la  sphère, 

(1)  A^  +  By, -+-C=o; 

c'est  l'équation  d'un  grand  cercle,  son  équation  rendue  homo- 
gène est  (i).  Réciproquement,  toute  équation  du  premier 
degré  en  \  et  /,,  ou  homogène  en  x,  r,  ^,  représente  un  grand 
cercle;  lorsque  cette  équation  est  de  la  forme 

X  coss:  ^  y  co«3  —  ;;  co?-;  =0, 

cosa,  cos[j,  cos*'  sont  les  coordonnées  homogènes  du  pôk' 
de  ce  cercle;  car  ce  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
au  plan  du  grand  cercle,  et  par  suite  les  coordonnées  du  point 
situé  à  la  dislance  un  de  l'origine  et  situé  sur  la  normale  au 
plan  du  grand  cercle. 

Equation    d'un  petit   cercle.    —   L'équation   diin   petit 
cercle  s'obtiendra  en  faisant,  dans  l'équalion  d'un  pU.n 

Aa;  -i-  By  -f-  C  ^  -H  D  =0, 

X  =  çr.  1-  =  r,  r,  d'où 

(AÏ-^Br, -f-Oc-T-D  =0; 
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d'ailleurs,  en  supposant  le  rayon  de  la  sphère  égal  à  i,  on  a 

X- -h y- -+■  z- =  i  ou         z- {l'- -h  r^- -^  1)  =  l 

et  par  suite 


on  a  donc,  pour  i'équalion  du  j)ctit  cercle, 

A  ;  -^  Br,  +  G  =  D  v/i-^ç^-T-r.2 
ou,  sous  une  forme  homogène, 

c'est  l'équation  du  cùne  droit  à  hase  circulaire,  le  pôle  du 
cercle  a  pour  coordonnées  homogènes  A,  B,  C. 

Dislance  de  deux  points.  —  I^  distance  sphériqtie  o  de 
deux  points  (H,  r, )  et  (;',  y,')  ou  (j:,  y^  z)  et  {ji\  )  ',  :;')  est 
évidemment  donnée  par  la  formule 

cosci  =  XX  -^yy  -+-  ^^  = 


/a-^^r.2-H,)(f'-i-Hr/=e-^l) 
(jui  n'est  autre  que  l'équation  dun  petit  cercle. 

Angle  de  deux  arcs  de  grand  cercle.  —  11  est  égal  à  la 
distance  de  leurs  pôles. 

II.  —  Théorie  des  tangentes. 

L'arc  de  cercle  tangent  à  une  courbe  représentée  par  une 
relation  entre  \  et  r,  est  facile  à  trouver,  il  suffit  d'exprimer 
qu'il  passe  en  ^,  r,  et  en  ^  +  c/ç,  t,  -h  <;/r,  ;  on  a  alors,  en  appe- 
lant S,  H  les  coordonnées  courantes, 

H-, -(--.>  ^^. 
Si  l'on  désigne  par 
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OU  mieux  par 

l'équation  de  la  courbe  rendue  homogène,  l'équalion  de  l'arc 
de  grand  cercle  tangent  sera 

A  —  +  \  —  -t-Z--=o 
ox  Of  ôz 

le  pôle  de  ce  cercle  a  pour  coordonnées  --■>  ~-  ,    ,-  ou,  si  l'on 

'■  ^  rjx     dy      OZ 

veut,  f//, ,  —  f/ç,  r^dç,  —  qdr^. 


III.  —  De  la  courbe  polaire. 

On  appelle  courbe  polaire  d'une  courbe  donnée  le  lieu 
des  pôles  des  arcs  de  grand  cercle  tangents  à  la  courbe  donnée  ; 
son  équation  s'obtient  en  éliminant  .r,  t,  z  entre 


(I)                       /( 

x.y,  z)  =  o, 

àx 

()J                       Oz 

et,  comme  on  a 

àf 

X h 

ox 

¥            àf 
^'ôy'-^'Tz=''^ 

on  pourra  remplacer  (i)  par 

\x  -^  ^ y  -+-2,z  =  o. 

Il  existe  une  sorte  de  réciprocité  entre  la  courbe  et  sa 
courbe  polaire  :  ainsi,  quand  la  courbe  (7  esl  polaire  de  (3, 
G  est  aussi  la  courbe  polaire  de  G . 

Soient,  en  efTet,  A,  B  deux  points  voisins  de  la  courbe  C  : 
pour  obtenir  le  pôle  de  l'arc  de  grand  cercle  passant  jiar  A 
et  13^  on  décrira  de  A  et  B  comme  ))ôles  deux  arcs  de  grand 
cercle,  leur  intersection  I  est  le  pôle  de  AB;  or  ils  sont  tan- 
gents au  lieu  du  point  1;  donc  A  est  le  pôle  de  l'arc  de  grand 
cercle  tangent  en  I.  c.  q.  f.  n. 

Autrement^  pour  passer  du  point  A(.r,  v,  z)  de  la  courlie 
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proposée  au  point  A.'(x',  y',  z-')  de  la  polaire,  on  décrit  un 
arc  de  grand  cercle  normal  à  la  courbe  et  sui-  cet  arc  on 
compte  un  quadrant;  on  a  donc 

(  a  )  r.r'  -^yj'  -i-  ^-'  =  o. 

L'équallon  du  cercle  normal  en  A.  est 

{\-x)dr-^{\  -y)dy~{Z-z)dz-^o, 

et,  comme  .r-  -^ y-  -~  z-  =^o,  on  a  x  dx  -\- y  dy  -f-  ;  c/v  =:  o  ; 
l'équation  du  cercle  normal  est  donc 

X  dx  -~  Y  dy  -i-  Z  c/^  =  o . 
Sur  ce  cercle  se  trouve  le  point  {x'.,y' ,  z'),  donc 

x' dx  —  y' dy  -^  z' dz  —  o\ 
mais,  en  dififérentiant  («),  on  a 

X  dx'  -r-  x'  dx  -^  .  . .  =  o, 
c'est-à-dire,  en  verlu  de  l'équation  précédente, 

X  dx'  -T-  y  dy'  -r-  -3  dz'  =  o, 

qui  exprime  (]ue  le  cercle  normal  en  x' y' z'  contient  le  point 

{x,y,z). 

IV.  —  Courbure  et  développées. 

L'enveloppe  dune  courbe  spliérique  contenant  dans  son 
équation  un  paramètre  variable  est  le  lieu  des  intersections 
successives  de  cette  courbe  :  la  théorie  des  enveloppes  sur  la 
sphère  se  fait  comme  sur  le  plan;  nous  n'avons  donc  rien  à 
ajouter  à  ce  qui  a  été  dit  plus  haut.  Observons  seulement  que 
la  courbe  polaire  d'une  courbe  est  Yeiueloppe  des  grands 
cercles  avant  les  points  de  la  courbe  proposée  pour  pôles. 

Si,  par  les  extrémités  d'un  arc  ds  de  courbe  sphérique,  on 
mène  des  arcs  de  grands  cercles  tangents  à  cet  arc,  leur  angle 
îest  ce  que  Ton  appelle  r«/?^/e  c/e  contingence  géodésique. 
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La  limile  du  rapport  -^  est  ce  que  l'on  appelle  la  courbure 


ds 
géodésique. 


Le  grand  cercle  tangent  en  ^,y,  ^  a  pour  équation 

AX  +  BY+  CZ  =  o, 

et,  comme  il  passe  parles  points  {x,r,  z)  et  x  +  dx^y  +  dy^ 
z  +  dz,  on  a 

^X(zdy—ydz)  =  o; 
le  grand  cercle  tangent  infiniment  voisin  a  pour  équation 

^X  (-  ^0'  —jdz-h  z  d-^y  —y  d'^z)  =  q; 
on  a  donc 


\y^(zdy-ydz)^^ 


en  appelant  A,  B,  G  les  coefficients  d'-zdy  —  d'-j'dz,  ... 
du  plan  osculateur.  On  peut  encore  écrire,  en  observant  que 

x^^y-  +  z-  =  I, 


«?^2  _|_  cly'i  -i-  dz'^ 


et  en  appelant  6  l'angle  que  fait  la  binormale  avec  le  rayon 
du  point  (x,  y,  g)  et  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe, 

cosô    , 
e  = ds, 

P 
d'où 

£     _     I    _    COSO  _ 

ds       "{  P    ' 

donc  : 

La  courbure  géodésique  est  la  projection  de  la  courbure 
orJinaire  sur  le  plan  langent. 
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V.  —  De  l'indicatrice  sphérique. 

Si  par  le  centre  d'une  splière  (que  nous  supposerons  de 
l'ayon  un  pour  plus  de  simplicité)  on  mène  tous  les  rayons 
parallèles  aux  tangentes  d'une  courbe  donnée,  on  forme  une 
surface  conitpie  dont  la  trace  sur  la  sphère  porte  le  nom 
à' indicatrice  sphérique  de  la  courbe  proposée.  Cette  indica- 
trice a  elle-même  une  indicatrice  que  nous  appellerons  la 
seconde  indicatrice  de  la  courbe  proposée. 

Théorîcme  I.  —  Si  par  le  centre  de  la  spJière  on  mène  des 
plans  parallèles  aux  plans  oscillateurs  d'une  courbe,  les 
arcs  de  grands  cercles  qu'ils  déterminent  sur  la  sphère 
enveloppent  V indicatrice  de  cette  courbe. 

En  elTet.  le  plan  osculaleur  étant  paridlèle  à  deux  tangentes 
infiniment  voisines,  le  plan  parallèle  au  |)lan  osculateur  mené 
par  le  centre  de  la  splière  contiendra  deux  génératrices  du 
cùnc  qui  a  pour  base  l'indicatrice 5  il  sera  donc  tangent  à  ce 
cône;  les  traces  de  ce  jdan  et  du  cône  sur  la  splière  seront 
donc  tangentes.  c.  o.  f.  d. 

Théouèmi:  II.  —  Si  par  le  centre  de  la  sphère  on  mène 
trois  axes  parallèles  aux  trois  directions  principales  d'une 
courbe,  le  premier  (parallèle  à  la  tangente)  décrira  l'in- 
dicatrice, le  second  [parallèle  à  la  normale  principale) 
décrira  la  seconde  indicatrice,  le  troisième  [parallèle  à 
Il  binormale)  décrira  la  polaire  de  l'indicatrice. 

En  effet,  la  parallèle  à  la  normale  principale  est  située  dans 
un  plan  parallèle  au  plan  osculateur;  sa  trace  est  donc  située 
sur  l'arc  du  "rand  cercle  tano:enl  à  la  courbe  indicatrice  et 

à  une  distance  du  point  de  contact  égale  à  -;  le  point  corres- 
pondant de  la  seconde  indicatrice  est  précisément  situé  de 
la  même  façon,  etc. 
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VI. 


Théorèmes  de  M.  0.  Bonnet  et  Jacobi. 


Considérons  un  polygone  sphérique  :  prolongeons  cha- 
cun de  ses  côtés  ab^  bc,  cd,  da  {fig.  o),puis  des  points  a ^  b, 
c,  d  comme  centres  décrivons  des  arcs  AA',  BB',  CC,  DD' 


Fi  s.  5. 


avec    un    rayon   sphérique   d'un    quadrant.    La  figure 
AA'BB'CC'DD'  partagera   la  sphère   en   deux   parties 


égales. 


En  effet,  la  figure  en  question  est  égale  à  l'aire  du  poly- 
gone P  plus  la  somme  des  aires  des  triangles  «AA',  ^BB',  .... 
respectivement  mesurés  par  les  angles  extérieurs  A  «A', 
B  ^B'.  . . . ,  que  nous  appellerons  «',  b\  ...  ;  en  appelant  donc  X 
l'aire  en  question,  on  aura 


(0 


X  =  I> 


-y]«', 


mais  l'aire  du  poljgone  P,  dont  nous  supposerons  le  nombre 
des  côtés  égal  à  n,  a  pour  mesure 


(2) 


P  =^a  — (n  — 2)-, 


S«  désignant  la  somme  des  angles  intérieurs  du  polygone. 
Or  a  =  -  —  «',  donc  Srt  =  mz  —  Sa';  la  formule  (2)  devient 
alors 
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el  (1  )  Jevient 

ainsi  la  surface  en  question  est  bien  égaie  à  la  demi-sphère. 
(Il  est  inutile  de  faire  observer  que,  si  le  polygone  P  n'était 
pas  convexe,  les  triangles,  tels  que  «AA',  devraient  être  affectés 
de  signes  convenables.) 

Cette  proposition,  due  à  M.  Bonnet,  a  pour  corollaire  le 
théorème  suivant  dû  à  Jacobi  : 

Théouèmf..  —  La  seconde  indicalrice  sphérùjae  d'une 
courbe  fermée  partage  la  sphère  en  deux  parties  égales^ 
et,  en  général,  V indicatrice  d'une  courbe  spliérique  fer- 
mée quelconque  jouit  de  cette  propriété.  (Les  courbes  en 
question  sont  supposées  sans  points  anguleux;  si  elles  avaient 
de  tels  points,  on  corrigerait  facilement  l'énoncé.) 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  supposer  que  le  polvgone  de 
M.  Bonnet  se  réduise  à  une  courbe  ;  le  contour  A  A'  BB' CCD  D' 
se  réduit  alors  à  son  indicatrice. 


VII.  —  Théorie  des  images  de  Gauss. 

Gauss  a  donné  le  nom  d'image  spliérique  dune  portion 
(le  la  surface  terminée  à  une  courbe  fermée  C,  à  la  portion 
de  sphère  inscrite  dans  ce  qu'il  appelle  Vimage  de  la 
courbe  C. 

Uimage  de  la  courbe  C  est  la  courbe  que  Ion  obtient 
quand  on  cherche  sur  une  sphère  de  rayon  un  le  lieu  des 
traces  des  rayons  parallèles  aux  normales  à  la  surface  menées 
tout  le  long  de  la  courbe  C;  d'après  cela,  on  voit  que  : 

Théorème.  —  L'image  spliérique  d' une  ligne  asympjto- 
tique  est  la  courbe  polaire  de  son  indicatrice  spliérique. 

Cela  résulte  de  ce  que  le  plan  osculaleur  de  l'asvmptotique 
étant  le  plan  tangent  à  la  surface,  sa  binormale  est  précisé- 
ment la  normale  de  la  surface. 
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Nous  allons  maintenant  démontrer  un  théorème  de  Gauss 
qui  est  d'une  importance  très  grande  dans  la  théorie  des  sur- 
faces et  dont  ce  géomètre  a  fait  usage  pour  définir  la  cour- 
bure (voir  Disquisitiones  circa  superficies  ciirvas). 

THÉoniiME  DE  Gauss.  —  Autour  cV un  point  M  d'une  sur- 
face, décrivons  une  aire  fermée  dû  :  soient  dû'  son  image 
sphérique,  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux 
en  M;  on  aura 

du 
RR'=  ^r 

du 

Pour  démontrer  ce  curieux  théorème,  nous  prendrons, 
pour  élément  d'aire  0,  le  triangle  ayant  pour  sommets  le 
point  M,  dont  les  coordonnées  seront  x^y^  z-,  et  deux  points 
voisins  avant  pour  coordonnées  x  +  dx,y  -h  dy,  z  -h  dz,  et 
X  +  o.r,  y  -j-  oy,  z  ->r  oz;  nous  désignerons  par  X,  Y,  Z  les 
coordonnées  de  l'image  du  point  M,  et  l'image  du  triangle  0' 
sera  un  triangle  ayant  pour  sommets  trois  points  dont  les 
coordonnées  seront  X,  Y,  Z;  X  +  <r/X,  Y  +  f/Y,  Z  +  c/Z, 
et  X  +  oX,  Y  +  oY,  Z  -+-  oZ. 

La  projection  de  l'aire  Q  sur  le  plan  des  xy  est 

d_y  OX  —  dx  oy  ; 

la  projection  de  l'aire  OJ  est  dY  oX  —  c/XoY,  et,  comme  les 
aires  0  et  ù'  sont  parallèles,  leurs  rapports  seront  égaux  à 
ceux  de  leurs  projections;  on  a  donc 

do:  _  r^YoX  — ^XoY 
du         dy  OX  —  dx  oy 

c'est-à-dire,  en  vertu  du  théorème  de  M.  Bertrand  sur  les 
déterminants  fonctionnels, 

r/ty  _  rj(x,  Y) .  ■ 

~dli  ~  d{.T,  y)' 
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àz  dz 

or,  en  posanl  p=  — ,  7=  -->  on  a 
'1  '         Ojc     ^        Oy 


X  = 


donc 

^'  ^  ^^(^.  Y)  ^  rj(X,  Y)  ^(^/^^. 
<:/i>         <){x,y)         'J(p,(p   Oix.y)' 

mais 


^)\ 

1-^72 

ax 

—  nq 

"'       (.•: 

T-72^1)- 

*'    (/"- 

.5  ' 
-ry^-M/:: 

donc 

^(X,  Y) 

(i-^7M(r 

^p-)—p-q- 

I 

à{p,q)  (p--i-  q--r-lf  (\—  p-—q')- 

or  on  a  aussi,  en  appelant  /■.  .s-,  /.  les  déiivces  secondes  de  ;, 

(){n.q) 

—  =  ri  —  5-. 

On  a  donc,  au  lieu  de  (i), 

du'  _  rt  —  s-         _      I 

Ihl  ~  (i^p-  —  q-)-  ~  KK' 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé.  On  en  conclut 

H^p-^q-)- 

si  Ton  veut  l'aire  d'une  portion  finie  d'image,  il  faudra  rem- 
placer dû  par  clx  dy  \^i \  -\-  p- -\-  q-  et  intégrer  pour  tous  les 
points  de  la  portion  de  surface  considérée;  on  aura  ainsi 


J  J    (l -^ p'- ^  q'-y- 
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en  observant  que 


di  p,  a  ) 


on  peut  aussi  écrire 


La  quanti  lé  0'  dont  nous  venons  de  donner  plusieurs 
expressions,  et  qui  représente  l'aire  de  l'image  d'une  portion 
de  surface,  est  ce  que  Gauss  appelle  la  courbure  totale  de 
cette  portion  de  surface. 

11  est  bon  d'observer  que,  l'aire  de  la  surface  elle-même 
étant 


//-• 


on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(M 


ou  encore 


rrRR'f/OsinOf/'L, 

f)  désiçrnantla  colatitude  et  -Lia  lonoilude  de  Timase  de  l'élé- 
ment  dÙ. 

VIII.  —  Sur  les  images  des  lignes  de  courbure. 

Soient  X,  y^  z-  les  coordonnées  d'un  point  M  appartenant 
à  une  ligne  de  courbure  d'une  surface  S;  soient  ç,  r, ,  X^  les 
cosinus  des  angles  que  la  normale  à  la  surface  S  fait  avec  les 
axes;  ç,  r, ,  ^  seront  aussi  les  coordonnées  de  l'image  du  point 
M  sur  la  sphère  de  ravon  un  décrite  de  l'origine  comme 
centre. 

Soient  II  et  R'  les  rayons  de  courbure  principaux  en  M  : 
on  a  par  le  théorème  de  Rodrigues 

6^  _  6^r  _  ^  _  p. 
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or,  en  appelant  ds  et  ch  les  arcs  correspondants  de  la  ligne 
de  courbure  considérée  et  de  sou  image,  on  tire  des  for- 
mules (1) 

des  formules  (i)  on  tire  encore 

dx  =  \{  d\ ,        dv  =  R  dr, ,        dz=R  dl_, 

d'où 

d^x  =  Rf/^^---f/t</R, 

d\r  =  Rr/2r^H-f/r,rfR, 

d^z  =  ÏXd^l-^dZjlK 
et,  par  suite, 

(  3  )  dv  d'-  z  —  dz  d\r  =  R^  (  dr,  d^  r  —  r/:  d^  r,  ) ; 

donc  : 

Théorème  —  Les  lianes  de  courbure  et  leurs  luias^es 
ont  aux  points  correspondants:  i"  des  tangentes  parallèles; 
2°  des  binormales  parallèles  ;  3°  des  normales  principales 
parallèles. 

Par  suite,  elles  ont  les  mêmes  indicatrices  sphériques,  et 
suivant  deux  arcs  correspondants  les  plans  normaux  à  la 
surface  et  à  la  sphère  sont  parallèles. 

Deux  arcs  correspondants  ds  et  (h  sur  la  surface  et  sur 
la  spJière  sont  liés  entre  eux  par  la  relation 

,        ds 

R  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  tracée  sur 
la  surface. 

Les  images  des  lignes  de  courbure  forment  comme  ces 
courbes  un  réseau  orthogonal. 
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Les  équations  (3)  élevées  au  carré  et  ajoutées  donnent,  en 
appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  l'image, 

ds^  _       d^ 
Rî  -  ^^   p^ 

ou,  en  vertu  de  (2),  p  =  i;  ainsi  le  rayon  de  courbure  de 
l'image  est  égal  au  rayon  de  la  sphère. 

En  général,  toutes  les  surfaces  parallèles  ont  des  images  de 
lignes  de  courbure  coïncidentes;  mais  il  est  clair  qu'il  exis- 
tera une  infinité  d'autres  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure 
auront  encore  les  mêmes  imas^es. 


IX.  —  Lignes  d'une  surface  dont  les  images  sont  les  génératrices 
de  la  sphère. 

Soient 

(i)  /(^jj,  ^)=o 

les  équations  d'une  surface;  /i ,  f-^,  fs,  •  •  •  les  dérivées  y-, 

J-,  -/.,  ....  Cherchons  la  li^ne  de  cette  surface  dont  l'imaffe 

ay    oz  ° 

est  donnée  par  l'équalion  de  deux  génératrices  de  la  sphère 
représentées  par  les  équations 

(2)  ]      1 

{   Ixi^  my^-T- nzi^=  i, 

/,  m,  n  étant  liés  par  la  relation  l- -\- m- -\- n- =.  \  \  alors 
X,,  y^,  Z\  désigneront  les  coordonnées  couinantes.  Il  faut 
exprimer  que  la  droite 

x\        r\        Zi 

(3)  -i=y=-i, 

parallèle  à  la  normale  en  x^  y^  z  k  la  surface  (i)  menée  par 
l'origine, rencontre  lalignc(2);  en  d'autres  termes,  pouravoir 
la  ligne  cherchée,  il  faut  éliminer  x,,  j»',,  c,  entre  (2)  et  (3), 
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ce  qui  donne,  en  observant  f[u  à  la  suite  des  ra|iports  (3)  ou 

peut  écrire  =  -r-? ^ ?-  ou  même  =  -ri' ? i^' 

'  lf\  H-  mf^_  ^-  n/s  //i  -r-  m/a  —  nj^ 

cette  équation  est  l'équation  d'une  surface,  imaginaire  bien 
entendu,  qui  par  son  intersection  avec  (i)  fera  connaître  la 
ligne  clierchée. 

Cette  surface  (4)  est  une  dévelopi^able  circonscrite  à  la 
surface  (i)-,  (i)  et  (4  )  représentent  la  courbe  de  contact. 

L'équation  (  '( )  peut  s'écrire 

K  mfi  —  «A  )-  -H  (  /)/,  —  //"s  )--T-(  lfi~  m  fi  r  =  o, 

et,  comme  les  carrés  qui  figurent  dans  celte  équation  ne  sont 
pas  distincts,  elle  se  décompose  en  deux  autres  du  premier 
degré  en/,,  f2^fz\  notre  développable  se  compose  donc  de 
deux  cylindres  circonscrits  à  (i).  Ces  cylindres  contiennent 
la  liijne  r<''elle 

t         m        n  ' 

si  l'on  suppose  /^  o,  în  =  o,  /?  =  i,  (4)  se  réduit  à 

(/.  -  /2  V/^)   (/l  -  f,    V^~^)   =  O, 

et  l'on  voit  ainsi  que  les  génératrices  des  cylindres  en  ques- 
tion sont  les  droites  isotropes  situées  dans  les  plans  paral- 
lèles au  plan  langent  qui  contient  les  génératrices  considé- 
rées de  la  sphère;  donc  : 

Si  l  01}  cil  conscrit  des  cylindres  isotropes  (c'est-à-dire 
à  génératrices  isotropes)  éi  une  surface,  les  courbes  de 
contact  auront  pour  images  les  génératrices  de  la  spJière. 

Rapportons  maintenant  la  surface  à  son  plan  tangent  et  à 
sa  normale  :  son  équation  sera 

z  =  \{rtiX--^  foV-  j  — ...  ; 
en  prenant  l'axe  des  x  et  l'axe  des  t  dans  les  sections  pria-  ■ 
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cipales,  les  courbes  qui  ont  pour  images  les  génératrices  de 
la  sphère  ont,  en  vertu  du  théorème  de  Dupin,  leurs  tangentes 
conjuguées  des  directions  \l —  i   et —  sj —  i  -,   ces  directions 

sont  donc   —  J — ■  i  et J—  \ ,  elles  sont  donc  également 

inclinées  sur  les  lignes  de  courbure;  donc  : 

Si  Von  connaît  sur  une  surface  les  lignes  dont  les 
images  sont  les  génératrices  de  la  sphère,  on  obtiendra 
les  lignes  de  courbure  de  cette  surface  en  cherchant  les 
lignes  qui  partagent  en  parties  égales  V angle  des  pre- 
mières. 

Lorsque  sur  une  surface  les  rajons  de  courbure  soni 
égaux  r  =^  t  et  /'o  =  ^o,  les  courbes  que  nous  considérons 
ont  pour  tangentes  les  droites  isotropes,  et  la  même  chose  a 
lieu  si  /'o  ^  —  f 0  ;  niais  alors  ces  courbes  sont  conjuguées  et 
l'on  voit  que  : 

Sur  les  surfaces  dont  les  rayons  de  courbure  sont  en 
chaque  point  égaux  et  de  signes  contraires,  les  courbes 
dont  les  images  sont  les  génératrices  de  la  sphère  sont  des 
courbes  conjuguées. 

X.  —  Digression  sur  une  propriété  des  cercles  orthogonaux. 

Cherchons  la  condition  pour  que  deux  familles  de  cercles 
sur  la  sphère  se  coupent  orlhogonalement;  nous  allons 
bientôt  avoir  à  nous  servir  du  résultat  auquel  nous  allons 
arriver.  Soient 

{ax  -^by  -^  cz  f —  {x^- ^y^ -^  z'^)  =  o, 
{a'x -r- b'y -^  c'z)-  —  {x^-hy^-i-z-)  =  o 

les  équations  des  deux  familles  de  cercles;  nous  poserons 
pour  abréger 

X- +  y- -i- z- =  R- ,         ax  -^  by-i-  cz  =  P,         a' x-h  b'y  —  c' z  =  V. 
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en  sorte  que  ces  deux  équations  pourront  s'écrire 
Cl)  P-^— R2=o,        P'^— R2  =  o; 

les  demi-dérivées  de  leurs  premiers  membres  par  rapport  à  x 

sont 

Va  —  X,         Va! — x^         .... 

La  condition  d'orthogonalité  des  deux,  cercles  est 

{Pa  —  x){V'a'~x)-^(Pb~y){P'b'  —  y)^(Pc  —  z)(V'c'  —  z)  =  o 

ou 

(2)  PP' (aa' -^  bb' -\- ce  )  -  P^— P'^^R2  =  o. 

La   condition   cherchée   s'obtiendra   en    éliminant  x,  y,   z 

entre  (i)  et  (•?),  ce  qui  donne  (en  éliminant,  ce  qui  revient 

au  même  P,  P',  II) 

aa'-r-  bb'  -r-  ce'  =^  i. 

Cette  relation  doit  avoir  lieu,  quelle  que  soit  la  valeur  des 
paramétres  des  familles  de  cercles.  En  particulier,  cette  for- 
mule doit  avoir  lieu  pour  deux  systèmes  de  valeurs  attribuées 
à  a',  b',  c' ;  les  paramètres  a,  b,  c  sont  donc  liés  par  deux 
équations  linéaires,  et,  par  suite,  les  plans 

ax  -r-  by  -^  cz  =p 

des  cercles  de  la  première  famille,  p  désignant  le  rayon  de 
la  sphère,  passent  par  une  droite  fixe;  l'autre  système  de 
cercles  doit  avoir  également  ses  plans  concourants  suivant 
une  droite  fixe.  Les  équations  des  plans  de  nos  cercles  doi- 
vent donc  être  de  la  forme 

(a  -^  Xai  )a7  -i-(6  -H  X6i  )/  -h(c  -7-  >  Ci  )z  —  p, 
{a  -^  l'a\  )x  ^{b' -z-  l'b\  )y  -i-{e'-h  V c\  )z  =  p, 

et  de  plus,  on  doit  avoir^  quels  que  soient  },  et  )/, 

(«  -r-  )>«!  )(a'-H  X'a',  )  -H.  .  .  =  I 
L.  —  Traite  d'Analyse,  VII.  6 


p  =  b'c\ 

~cb\. 

q  =  c'a\ 

—  c\  a, 

/>'=  6c, 

-cb,. 

q'=  c«i 

—  aci, 
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OU 

aa'    —  bb'    -^  ce'    =1, 

aa\  —  bb\  —  cc\  =  o, 
a'ai  -^b'by  —c'ci  =0, 
«1  a\  -^  bj  b\  —  Cl  c\  =  o. 

Ces  formules  expriment  que  le  produit 

\    p       q       r    '        p       q'      r'    | 

\    a      b       c  a       b'      c'    \ 

ai     bi     Cl  a\     b\     c'j    , 

est  nul,  quels  que  soient/?,  q^  r,  /?',  q' ,  /',  et,  en  particulier, 
quand  ou  prend 

r  =  a  b\  —  b'  (i L 
r'  =  abi   —  bai\ 

or  le  produit  est  alors 

[{b'  c\-  c'  b'iYbci  —  cbi)^ . .  .]^; 

il  s'annule  quand  les  droites  par  lesquelles  passent  les  plans 
des  cercles  en  question  sont  rectangulaires.  Donc  : 

Pour  que  deux  familles  de  cercles  tracés  sur  une  sphère 
soient  orthogonales,  il  faut  :  1°  que  les  plans  des  cercles 
d'une  famille  concourent  suivant  une  droite  ;  2"  que  les 
droites  par  lesquelles  passent  les  plans  des  deux  familles 
soient  rectangulaires. 

Cette  condilion  est  évidemment  suffisante. 
Nous  allons  maintenant  faire  une  application  importante 
de  ce  théorème. 


XI.  —  Surfaces  dont  toutes  les  lignes  de  courbure  sont  planes. 

Si  toutes  les  lignes  de  courbure  d'une  surface  sont  planes. 
leurs  plans,  en  vertu  du  théorème  de  Lancret  (p.  9,5),  cou- 
jient  la  surface  sous  un  angle  constant;  l'image  sphérique  de.-' 
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lignes  de  courbure  est  formée  par  l'intersection  de  cônes  de 
révolution  ayant  leurs  centres  au  centre  de  la  sphère,  avec 
la  sj)liùre;  les  images  sphériques  des  lignes  de  courbure  sont 
donc  des  cercles  orthogonaux,  et  par  suite,  en  vertu  du  para- 
graphe précédent,  ces  cercles  ont  des  plans  qui  passent  par 
deux  droites  de  directions  perpendiculaires.  Ainsi  les  lignes 
de  courbure  des  surfaces  en  question  sont  nécessairement 
situées  dans  des  plans  parallèles  à  deux  droites  rectangulaires. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Si  l'on  appelle  ellipse  sphérique  l'intersection  d'un  cône  de 
second  degré  avec  une  sphère  décrite  de  son  sommet  comme  centre, 
étudier,  à  l'aide  des  coordonnées  sphériques,  les  propriétés  de  cette 
courbe.  En  particulier,  démontrer  qu'il  existe  deux  points  sur  la 
sphère,  /"et  /',  tels  que,  si  M  désigne  un  point  de  la  courbe,  on  ait 
M  /'zr  xMy  =  const.,  et  que  la  tangente  partage  en  deux  parties  égales 
l'angle  de  AI /"  avec  M/'. 

2.  La  loxodromie  est  une  courbe  qui  coupe  sous  un  angle  con- 
stant tous  les  méridiens  passant  par  le  même  pôle  :  trouver  l'équa- 
tion dill'érentielle  de  cette  courbe;  elle  est  en  coordonnées  polaires 
S)  =  c  sinO  <^/'i/,  c  désignant  une  constante.  La  projection  stéréogra- 
|)hique  de  la  loxodromie  est  une  spirale  logarithmique;  cette  pro- 
priété peut  servir  à  trouver  un  grand  nombre  de  propriétés  de  la 
loxodromie. 

3.  Trouver  l'équation  de  la  développante  sphérique  d'un  petit  cercle 
de  la  sphère  (hélice  sphérique). 

4.  Trouver  les  trajectoires  orthogonales  de  tous  les  cercles  de  la 
sphère  qui  passent  par  deux  points  fixes.  Trouver  les  projections 
stéréographiques  de  ces  trajectoires. 

5.  En  général,  si  ^(6,  <!/ )  =  o  représente  une  courbe  sphérique 
/(aarctangp,  co)  =  o  représentera  en  coordonnées  polaires  p,  w  la 
projection  stéréographique  de  cette  courbe. 

6.  Etudier  les  courbes  sphériques  qui  ont  pour  projections  stéréo- 
graphiques  des  coniques  des  ovales  de  Descartes,  des  ovales  de 
'^.a-isini. 
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7.  D'un  point  P  comme  centre,  pris  sur  une  surface  S,  décrivons 
une  sphère  infinitésimale,  qui  découpe  sur  cette  surface  une  courbe 
de  périmètre  C;  soit  C  le  périmètre  de  l'image  sphérique  de  C,  soient 
Ri  et  Ro  les  rayons  de  courbure  principaux  de  S  en  P;  on  aura 

^'"4  =  Kî^'"ïà)-      (R-s™i.) 
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CHAPITRE  m. 

DES  COORDONNÉES  CURVILIGNES  SUR  UNE  SURFACE. 

I.  —  Préliminaires. 

(.)ii  peut  remarquer  que,  dans  la  plupart  des  systèmes  de 
coordonnées  que  l'on  emploie  (nous  laissons,  bien  entendu, 
de  côté  les  coordonnées  tangentielles),  la  position  d'un  point 
est  donnée  par  Fintersection  de  trois  surfaces  :  ainsi,  dans  les 
systèmes  de  coordonnées  rectilignes,  les  trois  surfaces  sont 
trois  plans  parallèles  aux  plans  des  xy,  des  j:':;  etdes  j,s;  dans 
le  système  des  coordonnées  polaires  r,  0,  •}  les  trois  surfaces 
sont  une  sphère  de  rayon  /',  un  cône  décrit,  autour  de  l'axe 
des  z  ayant  9  pour  demi-angle  au  sommet,  un  plan  passant  par 
l'axe  des  :;  et  faisant  l'angle  'l  avec  le  plan  des  jcz  ....  Dans 
chacun  de  ces  cas,  trois  paramètres  x^  r,  z  ou  /■,  8,  -!/,  ... 
font  connaître  les  surfaces  coordonnées. 

En  se  plaçant  à  ce  point  de  vue,  Lamé  a  été  conduit  à  intro- 
duire dans  la  Science  un  système  très  ffénéral  de  coordonnées 
dites  curvilignes  :  voici  en  quoi  il  consiste.  Soient 

\{x,  y,  z)  —  con?,l.^         fjL(r,  j',  ^)  =  const..         v(a",  jk, -s)  =  const. 

les  équations  de  trois  familles  de  surfaces.  Quand  on  se  don- 
nera les  valeurs  constantes  de  A,  u,  v,  on  aura  trois  équations 
qui  feront  connaître  ^,  r,  z  et  qui,  ])ar  suite,  détermineront  en 
général  un  certain  nombre  de  points  dont  les  valeurs  con- 
stantes A,  a,  V  seront  les  coordonnées  curvilignes  du  point 
X,  V,  z  ;  réciproquement,  x,  i',  c  étant  donnés,  on  en  conclut 
).,  p.,  V,  et  par  suite  un  point  quelconque  aura  ordinairement 
des  coordonnées  curvilignes. 
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L'avantage  des  coordonnées  rectilignes  est  de  déterminer 
toujours  un  point  de  l'espace  et  un  seul.  Il  semble  alors  que 
l'on  doive  toujours  leur  accorder  la  préférence;  nous  verrons 
cependant  que  les  coordonnées  curvilignes  ont  aussi  leurs 
avantages.  En  particulier,  quand  il  s'agit  d'étudier  les  lignes 
tracées  sur  une  surface,  il  semble  naturel  de  faire  entrer  la 
surface  en  question  dans  un  svslènie  de  coordonnées  curvi- 
lignes; la  coordonnée  relative  à  cette  surface  restant  constante, 
on  n'a  plus  alors  que  deux  variables  à  considérer.  C'est  ainsi 
que,  pour  étudier  les  figures  tracées  dans  le  plan,  on  peut 
prendre  ce  plan  pour  plan  des  xy^  et  la  coordonnée  z-  n'inter- 
vient plus. 

Nous  commencerons  l'étude  des  coordonnées  curvilignes 
par  celle  des  diverses  lignes  remarquables  que  l'on  peut  tracer 
sur  une  surface  donnée  et  en  particulier  sur  le  plan. 

II.  —  Coordonnées  curvilignes  dans  le  plan. 
Si  l'on  considère  deux  équations 

ou  les  équations  équivalentes  obtenues  en  les  résolvant  par 
rapport  k  x  ei y^ 

{a)  x  =  'b{l,ix),         y  =  W{\,ii), 

elles  représenteront  deux  courbes  variables  de  forme  avec  les 
paramètres  A,  [j.  ;  ces  courbes  parleurs  intersections  détermi- 
neront des  points  variables,  mais  ayant  une  position  fixe 
quand  A  et  jj.  seront  fixes  ;  X  et  [x  étant  donnés,  certains  points 
du  plan  seront  déterminés  :  X  et  p.  seront  alors  les  coordon- 
nées curvilignes  de  ces  points. 
Si  l'on  pose,  par  exemple, 

37  =  À  cos  \x,         y  =  À  sin  ;ji, 

}.  et  u  seront  les  coordonnées  curvilignes  polaires  du  point 
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[x^y }\  en  se  donnant  ).  et  'jl,  on  détermine  un  point  par  l'in- 
lerseclion  du  cercle 

et  de  la  droite 

y 

—  =  tans  a. 

Eu  général,  À  =  const.,  |Ji  =  coust.,  représenteront  deux 
familles  de  couihes  cpie  Ion  appelle  /ignés  coordonnées; 
(piaud  ces  ligues  se  coupent  partout  sous  un  angle  droit,  on 
dit  que  les  coordonnées  sont  orthogonales. 

Pour  que  les  équations  (a)  définissent  un  système  de  coor- 
données orthogonales,  il  faut  évidemment  que  l'on  ait 

dx  dx        f)v  dy         ' 
quels  que  soient  x  el  y,  ou  bien  encore 


dx  dx        à  y  ùy 
dK   Ou.        dX   f)\x 


-f-  =0; 


en  efl'et,  cette  dernière  équation  exprime  que  le  déplacement 
Ox  ^    dy 
ol  ^^'  dî 


-     (Tk,  -—  cfk,  efTectué  sur  la  courbe  ui  =  const.,  est  perpendi- 


culaire au  déplacement  ^^  du.,  —  d'j.  effectué  sur  la  courbe 
^  dix     ^     d<x     ' 

X  =:  const. 

Soit  ds  la  différentielle  d'un  arc  de  courbe  quelconque 
tracé  dans  le  plan  et  passant  par  le  point  dont  les  coordon- 
nées rectilignes  sont  ^,  y,  et  les  coordonnées  curvilignes  ).,  u.  ; 
supposons  les  coordonnées  x,  y  rectangulaires  :  on  aura 

ds-  =  dx-  -r-  dy-  =  {  -^  dA  -. da      —{  ^-  dA  —  ^  dix     . 

•^         \dA  d^i     '  /         \dA  dix     '  / 

Si  Ion  pose 


(6,  '''  =  [r^) 


dx  dx        dy  dy 

d\    du.    '    ûA   d'x' 
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il  viendra 

(  c  )  f/s2  =  L  cil  2  -^  -2  R  dl  d\L  -^  M  rf;ji2 , 

et,  si  les  coordonnées).,  a  sont  orthogonales, 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  dans  (c)  on  fait  [jl  =  const.,  on 
aura  c^jx  =  o  et  c^5-  =  LoO.-,  d'où  <i5  =  y  L  d\,  de  sorte  que 
y/L  cA  et  y/M  f/ij.  sont  les  éléments  d'arcs  des  lignes  coor- 
données. 

Si  l'on  appelle  B  l'angle  que  les  lignes  coordonnées  font 
entre  elles  et  i  l'angle  de  l'élément  cls  avec  la  ligne  a.  z=  const. , 
on  a 


-Kt?-||)H'[©'-(l)'Ji(B'-(|)'] 


ou 


cos6  =    . 

v/lm 

sin  /         \/  M  d[L 
si  II')  ds 

et,  en  coordonnées  rectangulaires, 

.      /lÏÏ  dix 
v/L  dl 

Calculons  le  rayon  de  courbure  p  d'une  courbe  quelconque 
en  un  point  A,  <j..  On  a 

ds^  '      \   d-x     d-y 

=z =  d-y  dx  —  d-x  dy  =  — 

?  -^  \    dx       dy 


multiplions  par  le  déterminant 
dx    dx 

dy     dy 


=  ^/LM  —  R='; 


dy  dy\'^ 
du  dl) 
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nous  aurons 


d^x  dx 


ds^ 


■^  O'^x  Ox    ,.  v^    ô-x    dx    ,.     ,         'C^  d-x  dx 

2^  di  ^^^■'-■^Z^i^  ^):^'''-^-^2 


LM  —  R2  _  = 

P 


dl  d<x  -^   >  — -  -^  d[x- 

(J\X-    OK 


Zà\fA)  ^  ^  '  JLàôX  ô]i.    ^ 


ou,  en  vertu  des  formules  {b) 

dt.-  -A (7a  d'i.  —  \ ^  )  rf;x2      .  . 


S/LM-'X^  ^  = 


1  d\ 


LrfX  — Rf/a 


Si  nous  supposons  les  coordonnées  orthogonales,  R  =  oet 
l'on  a 


^c3  -^  aA2  -H  2  —  tu.  cl-x ^  rt'jL- 


ou 


2/LM^  =^dkH} 


'-i^-Ldlp) 
ÔK  d\xj 


dM 


h>\  d^ 
2  c?X  f/a  (  M  —  d\x  —  L  -^  d). 


-d^x^M'^dx-^L'^-^dX] 

0[x        ) 


Supposons  que  la  courbe  soit  la  ligne  coordonnée  a  =  const.  : 
appelons  Ou,  son  rayon  de  courbure,  nous  aurons 


2  V  LM  -'^ =  dt.^  L  — 

*  '  0]x 


r'U- 


on  en  déduit 


I        dL 


on  aurait  de  même 


?a      2L  v/M  ^:^' 
p).  ~  2.M  vL    '^^^ 


Enfin  l'aire  élémentaire,  comprise  entre  deux  lignes  coor- 
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données  )v  =  const.,  A -t- <r/À  :=  const.,  et  deux  autres  lignes 
p.  ==  const.,  UL  -r-  d'j,  =  const.,  est  y/LM  cD^  d'j.  sinB  ou 

y/LM  -  R2  dl  d'x 

et,  en  coordonnées  rectangulaires, 

i/LÂÏ  dl  d'j.. 


III.  —  Coordonnées  curvilignes  d'un  point  sur  une  surface. 

Soitv  =  const.  =  Vq  l'équation  d'une  surface  donnée  fixe, 
on  peut  toujours  supposer  que  cette  équation  soit  la  résul- 
tante de  trois  autres,  telles  que 

entre  lesquelles  on  aurait  éliminé  \  et  [jl.  Quand  on  pose 
X  =  const.  =:  Aq,  x,y  el  z-  sont  liés  entre  eux,  d'abord  par  la 
relation  générale  v  =  Vo  et  puis  aussi  par  une  autre  relation, 
telle  que 

Xo  =  F(x,  y,  z); 

le  point  [x,y,  z)  décrit  alors  une  courbe  que  nous  pourrons 
considérer  comme  représentée  par  l'équation  a  :=  a^  ;  les 
courbes  ainsi  obtenues  en  donnant  à  A  et  |jl  des  valeurs  déter- 
minées portent  le  nom  de  li<^/ies  coordonnées.  Il  est  clair  que 
sur  une  surface  il  est  possible  de  tracer  une  infinité  de  systèmes 
de  lignes  coordonnées. 

Si  l'on  se  donne  à  la  fois  X  =  Aq  et  tj.  =  ij-o,  on  détermine 
deux  lignes  coordonnées  dont  les  intersections  font  connaître 
les  points  ayant  pour  coordonnées  Aq  et  ulq. 

Soient/?,  p',p"  les  coefficients  directeurs  de  la  normale  à  la 
surface  considérée  au  point  (:r,  jk,  ^)  ou  (A,  ijl).  Exprimons  que. 
cette  normale  est  perpendiculaire  aux  tangentes  aux  courbes 
Xi=  const.,  ij.  =  const.  passant  en  x,  y,  z  :  les  coefficients 
directeurs  des  tangentes  en  question  sont  faciles  à  trouver, 
si  l'on  observe  que,  sur  la  courbe  A  =-z  const.,  jjl  varie  seul  et 
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que  X,  y,  ^  sont  alors  des  fonctions  de  |jl.  Les  coefficients 
directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  ).  =  const.  sont  donc 

r)x    dy    dz 

-,  ~r-,  -—  et,  par  suite,  on  a 
'/ix    â[x    diJL       '  ^ 

(dx  ,  dy  „  àz 

(()t  ,  dy  ..  àz 

^    d[x       ^     aij.  à[x 

p,  p' ,  p"  sont  déterminés  à  un  facteur  près  et  l'on  peut  poser, 
en  vertu  des  formules  (i), 

à(y,  z)  ,       d(z,x)  „  _  dix,  y) 

De  (il  l'on  conclut  d'ailleurs,  en  multipliant  la  première  par 
f/\,  la  seconde  par  d<j.  et  en  ajoutant, 

{ 'i  )  p  dx -^  p' dy -7- p"  dz  —  o, 

pour  tout  déplacement  dx,  df,  dz  eflectué  sur  la  surface. 

[Cette  formule  (3)  établit  de  nouveau  l'existence  du  plan 
langent  :  en  effet,  elle  prouve  que,  si  (i)  ont  lieu,  c'est-à-dire 
que  s'il  existe  une  droite  normale  à  deux  tangentes  passant 
en  X,  >•,  :;  sur  la  surface,  elle  est  normale  à  toutes  les  tangentes 
passant  par  ce  point;  donc  le  lieu  des  tangentes  au  point  x, 
y,  c  à  la  surface  est  un  plan.] 

Supposons  que  l'on  se  donne  une  relation  entre  ).  et  u.  :  le 
point  (.r,  y,  z)  ou  A,  a  décrira  une  courbe  sur  la  surface  v  r==  v^ 
et  les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  à  cette  courbe 
seront  dx,  dy,  dz,  c'est-à-dire 

dx    y.       dx    , 

-^-  dk  -^  —-  d\x,         .... 

àk  d\x 

Calculons  l'élément  d'arc  ds  de  cette  courbe  :  on  a 

ds-  =  dx-  -r-  dy-  —  dz-  : 

en  remplaçant  dx,  dy,  dz  par  leurs  valeurs  exprimées  en  1 


9'-^ 

CHAPITRE    lïl. 

et  [j.,  à  savoir 

,          dx    ,,         dx    , 
dx^-dK--dx^, 

dy  =  %d\+%d^, 

dz  =  -^  d\  -^  ^  du., 
on  trouve 

(  4  )  f/s2  =  L  f/X  2  -f-  2  R  dl  dix  -^  M  <i;x2 , 

formule  où  l'on  a  posé 


\âl/       \dl/    '   \dl/ 

(5)  ;  R  = '^^  ^  +  ^  ^^  ^  ^, 

Quand  les  courbes  ).  =  const.,  tj.  =  consl.  se  coupent  à 
angle  droit,  on  dit  que  les  coordonnées  sont  orthogonales; 
alors  on  a  évidemment  R  ^  o,  en  vertu  de  la  seconde  for- 

1      /  ^  \  f)x     dy     ôz         dx     dy     dz  ,  f^.    • 

mule  (o).  car  ^j  ^j  --  et  -r-,  -f->  -— ,  sont  les  coeihcients 

^  dl      dl     dl         dix     dix     djjL 

directeurs  des  tangentes  aux  courbes  [jl=  const.  et)v=  const. 
La  formule  (4)  se  réduit  alors  à 

ds^-  =  L  c/X2  -4-  M  d'x^. 

Nous  signalerons  la  formule 

(6)  LM-  R2=/?2^/?'2H-y/2. 

que  l'on  vérifie  en  observant  que,  en  vertu  de  (?.), 


P'-^P 


dy  dz        dy  dz 
dl  dix        dix  dl 


I dx  dx        dy  dy        dz   dz\^-^ 
~  \dX  'd^x'^  ~^,  dix^  Ifk'd^x)  ' 

en  vertu  des  formules  (5),  celle  équation  se  réduit  à  (6). 
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Soient  0  l'angle  que  les  deux  lignes  coordonnées  font  entre 
elles,  i  l'angle  qu'une  ligne  donnée  fait  avec  la  ligne  [Ji.  =  const. 
passant  en  x^  y,  z. 

i"  Les  longueurs  des  arcs  de  lignes  coordonnées  s'obtien- 
dront en  faisant  dans  (4)  successivement  <:/[j.  =  o  et<i)x=o; 
ainsi  y/L  t/X  et  y^  c/tj.  sont  les  longueurs  des  arcs  élémen- 
taires des  lignes  a  =  const.,  \  ^=  const. 
2°   On  a 

/Ldl  _  sin(0  — /) 
v/Âïi/[Ji~         siiii" 
d"où 

y/M  f/;j.  «in  0 


tanir  t  = 


v/Âi  d^i  cos6  -T-  \/L  dl 

Ces  formules  se  démontrent  à  l'inspection  du  triangle  ayant 
pour  côtés  l'arc  de  courbe  donnée  et  les  arcs  des  courbes 
jjL  =  const.,  A  =  const. 

3"  D'ailleurs,  en  appelant  V  l'angle  de  deux  arcs  de  courbe 
passant  en  x,  y,  z,  on  a 

d.r  ùT  -+-  dy  o  y  -h  dz  Zz 
cosV  =  '     '  > 

\/dx-  -t-  dy-  -T-  dz-  \/^x-  ->-  oy^  -+-  o;:^ 

en  désignant  par  un  cl  un  dé|)lacement  effectué  le  long  d'une 
des  courbes  et  par  un  o  le  déplacement  effectué  le  long  de 
l'autre. 

Supposons  qu'il  s'agisse  des  lignes  coordonnées  :  on  aura 

dx  =  -—  dl,         dy  =  -4-  dl,         dz  =  -^  dl, 
0\  -^        dl  dl 


^  ./,.  ?..  -  ^ 


dz 


donc 


ou 


ox  ^  -T-  d\x,         or  =  -f^  du.,         o^  =  -—  d[x\ 


i  ôx  d.r        dy  dv        dz  dz\         i 
\dl  d[j.        dl  dix        dK  dixj  ^'l/M 


R  .    r.       .   /LISI  — R2        ^        ^,       y/LM— R^ 

R 


R  .     r>  /LIM  —  R-  n 
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IV.  —  Sur  les  cosinus  directeurs  de  la  normale. 

Loi'sque    les    coefficients   directeurs    />,    />',   /;"    sont    les 
cosinus  a,  p,  y  directeurs  de  la  normale,  on  a 


ùx        Q  ôy 
ÙK          '     d\ 

()3 

dx        Q  dy 

dfJL                 OfJl. 

mais  on  a,  en  outre, 

a2  +  p2  _ 

-Y^^i 

et,  par  suite, 

doL            ^   df. 

d'[ 

et,  en  éliminant  a,  [j,  y, 

I   dx  dy  dz 

j   dï  dï  d). 

I   ()a  d'à  dy 

là),  di  d). 

d%  d'^  dy 

I   dix  dix  dix 


dx     dy     dz 
dix     dix     d'x 


O, 


I      dOL         d'i 


d^ 


dl  dl  dl 
doc  dl  dy 
dix     d'x     d;x 


mais  ces  relations  ne  seront  distinctes  que  si  l'on  n'a  pas 

dx  ^  dx        dy  _  dy        dz  _  dz 
àX  '  dix        dî  '  dix        dl  '  dix 

auquel  cas  ^,  _>',  z  seront  fonctions  d'une  seule  variable,  ce 
qui  ne  peut  pas  avoir  lieu.  Ces  relations  seront  illusoires  si 

doL    f)3     dy  .  .      .    doc     d^      dy        ,      ,   ,     ,• 

—■>  -^  J  -4  sont  proportionnels   a  -— >  -r^^  ~-,  c  est-a-dire   si 

At         Al        Ai  L  1  rhi        /ht         /In 


dl       dl       dl 


dix     dix     dix 


a,  [ii,  y  sont  fonctions  d'une  seule  variable,  c'est-à-dire  si  la 
surface  est  développable. 
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On  voit  donc  que,  pour  toute  surface  non  développable, 
il  y  aura  deux  relations  entre  les  dérivées  de  x,y,  z-  et  des 
cosinus  directeurs  a,  |j.  *'. 

V.  —  Des  systèmes  de  coordonnées  les  plus  simples. 

Liouville  a  montré,  dans  une  Note  insérée  dans  son  Journal, 
que  l'on  |)ouvait  toujours,  sur  une  surface  donnée,  choisir  les 
coordonnées  curvilignes,  de  telle  sorte  que  l'on  ait  à  la  fois 

L  =  M,         U  -  o, 

où  L  =r^  o,  M  ^=  O.  Voici  son  analvse  :  nous  avons  trouvé 

dsi  =  Lf/X2  —  ■?.  R  (Il  (/•!  —  M  d'y-. 

Décomposons  le  second  membre  de  cette  formule  en  facteurs 
du  premier  deii,ré  de  la  forme  P  cTh  -t-  Q  c/u.,  ces  facteurs  seront 
imaginaires  conjugués.  Si  ces  facteurs  ne  sont  pas  des  diffé- 
rentielles exactes,  comme  ils  sont  conjugués,  ils  auront  des 
facteurs  intégrants  de  la  forme  ni  -^  «  \/ —  i .  m  —  n  ^ —  i  qui 
les  transformeront  en  différentielles  exactes  dy.  -h  <:/ 3  y/ —  i .  et 
(ly.  —  ci^  V  ~"  '  '  *^"  pourra  donc  poser 

^  _  d^  ^  d'à  y/^   doL  —  di  y/^ 

m  -i-  n  y/—  i      m  —  n  \/- —  i 
ou 


ds'-  = 


n- 


d'où  résulte  que  l'on  peut  toujours.,  et  (V une  infinité  de 
manière,  prendre  M  =  L,  R  =  o.  Les  lignes  coordonnées 
forment  alors  ce  que  l'on  appelle   un  réseau   isométrique. 
Supposons  maintenant  qu'on  ait  trouvé  à  la  fois 

ds'^  =  A(fZa2  ^  dV),         ds'-  =  \'{dji'^-  —  c/^'^ )  ; 

on  en  conclura 

MdoL^-  —  dy-)  =  \'(d-x'-^  —  <:/3'2)  : 
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mais,  a'  et  j^'  étant  fonctions  de  a  et  de  [3,  on  a 

en  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  précédente,  on  a 
identiquement 

Egalons  à  zéro  les  coefficients  de  </a-,  d^'-  et  d(x.dp;  élimi- 

A 
nous  —  5  nous  aurons 
A 

da.'  d^    ^    d^  d^  _ 

\&l/  "'['ô^)  ~\à^)  "^\^/  ■ 

Si  l'on  multiplie  la  première  équation  par  ay/ — 1    et  si  on 
l'ajoute  avec  la  seconde,  on  a 

donc 

OU 

d(a'±j3V-i)  _       I       ()(a'±P'v/^)^ 
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cette  formule  peut  s'écrire 

donc 
on 

Les  deux  formes  obtenues  pourc/5-  ne  sauraient  donc  différer 
que  par  l'emploi  d'un  facteur  d'intégrabilité. 

Signalons   enfin    l'emploi  d'un    système   de    coordonnées 
dites  symétriques.  Supposons  ds-  de  la  forme 


l'on 


pose 


il  vient 


ds-  =  A  (^  cIk  -  —  dix-  )  ; 

(/À  —  (/;JL  y  —  i  =  f/ç, 
d\  —  d[x  )/ —  I  =  f/r, , 

ds-  =  A  dt  dt,. 


Ainsi  ds-  peut  affecter  la  forme  2RC/).  t/a,  mais  R  est  néces- 
sairement imaginaire;  ces  lignes  de  coordonnées  imaginaires 
sont  de  longueur  nulle. 

D'après  ce  qui  précède,  c'est  parmi  les  coordonnées  symé- 
triques que  l'on  pourra  espérer  rencontrer  le  maximum  de 
simplicité  dans  la  plupart  des  calculs. 


VI.  —  Applications. 

Pour  trouver  un  réseau  isométrique  sur  la  sphère,  appli- 
quons la  méthode  de  Liouville.  En  prenant  d'abord  pour 
lignes  coordonnées  des  parallèles  et  des  méridiens,  on  a 

^52  =  «2,^^/62-4- sin 2  6^62) 

=  «2 (rfO  _^  ^/Zr;  sin 6  d\(){d^  —  /^  sin 6  d'I ) ; 

les  facteurs  intégrants  des  facteurs  qui  figurent  dans  l'expres- 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VII. 
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sion  de  ds'-^  sont  tous  deux  écaux  à -^^ ,:  on  pourra  donc 
'  ^  sin6'  ^ 


écrire 


ds'  =  a-  sin2 6  (  -r—r  -^  iJ--  i  di/  )  (  -^,;  —  i/—  i  c^'^'  ) 
\sin(i  '  /  \  sinlj  '  / 

=  a^sin^O  (5?(]og  tang-^  6  -^  ^  — i  i))d{log  tangi  6  —  y/—  1 1]^) 

=  aîsin2  6[(f/logtangi6)2-^  c?il-]. 

iNous  poserons 


log  tanff- 6  =  X,         tang- 6  —  e^,         sinO  = 

*           ^=2                  '                      ="2 

I  -h  e2>^ 

OU 

il  en  résulte 

les  équations  de  la  sphère  seront 

2C0S''; 

X  =^  a  — ; ^-5 

e~^  -1-  e^ 

2sin  <li 
Y  =  a  — ^ ■—, 

e^  —  e~^ 

VII.  —  Rayon  de  courbure  d'une  section  normale. 

Les  équations  de  l'axe  du  cercle  osculateur  sont 

(X  —  x)dx    -i-(Y — y)(1y    -!-(Z  —  z)dz    =o, 
{'X  —  x)d'^ X  -^  {Y  —  y  )d:^ y  -,-  (Z  —  z)d^ z  =  ds^\ 

si  l'on  coupe  par  la  normale  à  la  sui'face,  on  obtient,  comme 
l'on  sait,  le  centre  de  courbure  de  la  section  normale  menée 
par  la  direction  dx,  dy,  dz.  Soit  p  le  ravon  de  courbure  de 
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cette  section  :  les  équations  de  la  normale  seront 
X  —  x       Y  —  r       Z  —  z  p 


P  P  P  vL>l  — R- 

l'éliniination  de  X  —  jt,  Y  — y,  Z  —  z  donne 


(a  I 


Posons 


{p  d-x  —  p'  d-r  ~  p"  d- z ) 


^dsK 


<)-.T  <)-  V 


Oi:^ 


dK^ 


,à'-z 


(8;    p ^p^^' 

()Kd\x  ôKd[x 


-p    —. 

dlO'x 


V/LM  —  R2 


I  d^  fPv     d'-z 

:    0}^  OK^-     t)).2 

I    dx  dy       Oz 

\    dï  ôiX      di 

dr  dy       dz 

d'i.  d'J.       ')<x 

à-  .r  ()'-  V 

d\  d\x  dl  d'x     ô\  d[L 

dx  dy           dz 

^  "(A         âx 

dx  dy           dz 


=  i, 


d^-z 


=  r. 


d-x 


d'x 


d-x 


d^y 


d^-z 
d^- 


à^x  d'^y  d-z 

d'x-  d>^-  dix- 

dx  dy  dz 

dX  "^  dX 

dx  dy  dz 

dix  du.  dix 


dix 


=  m; 


nous  aurons,  au  lieu  de  (a), 


l  d'/.-  —  -ir  d/.  d\x  -T-  m  d'x-  = '—^ (^L  c?À-  —  2  R  d).  d'x  -^  .M  du-)  ; 

on  en  conclut 


(9) 


v/  LiVI  —  R2  /  rf/-  —ordA  d'x  —  m  d'x^ 


L  dh-  -r- 1  K  c/a  d'x  —  M  di 


Si  l'on  veut  le  maximum  et  le  minimum  de  p,  c'est-à-dire 
les  ravons  de  courbure  principaux  de  la  surface,  il  faudra, 
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d'après  ce  que  l'on  sait  sur  le  maximum  des  fractions  dont 
les  deux  termes  sont  du  second  degré,  exprimer  que  l'équa- 
tion (9)  en  -T^  a  deux  racines  égales,  ce  qui  donne 


\  V    vLAl  — R2  J\      s/LM  — R2 

Telle  est  l'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface. 

Si  dans  l'équation  (9)  on  fait  c/ul^^o,    elle  fournira  le 
ravon  de  coui^bure  0  de  la  liirne  'jl  =  const.  ;  ainsi  l'on  aura 


/ 


v/LM  —  R2  _   /  t/LM  —  R2  _  m 

PX  ^  L  '  pp,  ~"  M 

L  s/LM  —  R2  M  v/LM  —  R^ 


/a 


Les  ombilics  s'obtiennent  en  exprimant  que  la  formule  (10) 
a  des  racines  égales,  ce  qui  donne 

{'Sll-^Lm  —  2R /■)■-—  4(/--— "  //n)(R2—  LM)  =  0; 

mais  on  les  obtient  plus  facilement  en  posant  —  =::::  x 

^  ^  y/LM  -  R2 

dans  (10),  ce  qui  la  transforme  en 

(rx  — ■  R)2  —  (Ix  — ■L)(mx  —  M)  =  o. 

Les  racines  de  cette  équation  sont  séparées  par 

L       M 
—  X,     -j,     —     et     -^x; 

pour  qu'elles  soient  égales,  il  faut  que 

L  _  M  _  R 
/        m        r 

telles  sont  les  équations  des  ombilics. 
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VIII.  —  Théorème  de  Gauss. 


En  vertu  de  (8),  on  peut  écrire 


Im 


dx       dy 
dx      dy 


dz 
dz 


d'-x 
"^ 

dx 
dî 
dx 
d^ 


d^'X 
dXdii 
dx 
'dfk 
dx 


eflectuant  les  calculs  par  la  règle  de  la  multiplication  des  déter- 
minants, on  trouve 


Im 


•^  dx  d-x  ■^  ( ^^\ 

2dl),ly}J  2d\~dï, 

^  dx  d'-x  "^  dx  dx       ■^ 

J^  d]J.    d/i  ^  d\    d\X        jmd 


y^  d^x  d-x     ■^  d^x  dx 

dx  d-x 

dx  dx 
d\  dix 

d-x  \2      •r|,    ^ix    dx 
dîd^)       J^ 
d^x    dx 

'di 

■^    ô'^x    dx      '^  dx  dx 

^  dldu.  d]!     ^  ^  ^ 


■^  d-x  dx 
2à'^  d^ 


dix 

dx  dx 
dA  dix 

dxr- 


y     ,^ 
d'x 


2 
1 


dldi- 
d^x    dx 

dl  di 


IdldiL  dl 


1 
2: 


d^-x    dx 
dXdu.  dix 
dx  dx 
dï  'dix 

i  dx    '- 


htj 


Or,  en  différentiant  les  formules  (5),  on  a 

I    dh        v^  d-x  dx  i   dL        ^    d-x    dx 

'  ^dï~c 


'    1  dl       ^  dl-^   dl 

1  dl  ~'  2d 


■i.  d\L        M^  dl  du.  dl 
1   dM.       v^    d-x    dx  I   d^l       '^  d-x  dx 

-"■■     ~    ^    C'JL-    0<x 


dl  dix  d^j.  1   d]x 


Oi) 


^  _  V 


d'où 


d-x  dx  d'-x    dx\ 

dl^  dix    '  dldix  dl) 

d'-x    dx  d-x  dx^\ 

dldix  dix  '    c>fx2  dl/ 


d^-x  dx  _  dR  ^i  dL 

^'^>7y  OF  TO.RONTO 


■^  d'-x  dx        ()R|  .^^^ 


du 
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De  ces  formules,  on  tire  encore  par  différentiation  (des  deux 
dernières) 


2 

1 


d-x  d-x 


d^x     dx 


■^     d^x     dx 


dl  d\x 
d2R 


1  "^1^ 

1    dix- 


dii^dl   àX        dldix        2    dl-^  ' 


on  a  ensuite 


d^x     dx 


0-x 

■^    d^x     dx        ■^  ,'   d-x 
^dix^ dl  ~d).  ~ 2â\dldix, 

De  ces  quatre  formules  on  tire 

•^à-x  d-x       "^  /   ^"^  \'         ^"-R 


Ul) 


1  d^ 

2  ~^ 

1  ^ 

2  C'jJl.- 


I    rJ2L 


i  dm 


(Jl  cy.Jl  2     C*;JL^  2      c)X2   ' 


les  déterminants   Lm  et  r-,  ou  plutôt  leur  différence,  peut 
alors  s'écrire 


■^  d-x  d-x 

I  dL 

dK 

I  f9L   1 

2d  [dl  dix  ^ 

I  ()L 

I  dM 

Zddl-^    d\x-^ 

2"^ 

'd\ 

2  djJl 

2   (^[JL 

2     C)X 

1  dL 

2  à\ 

L 

R            — 

1  dL 

2  dfJL 

L 

R 

dK        1   dh 

d\         •!  d\x 

R 

M 

1 

I  dm 

2     (^X 

R 

INI 

ou  encore,  en  vertu  de  (a), 

d'-E         i  d'-L       I  r)2M 


(LM-R2)( 


dX  dix 


(12)    ' 


2     (^[Jl2  2      dX2 

1  ^     dR  _  i  dL 

2  dX      dX         2  c'a 


i  ^ 

2    "(^ 

àR  _  idL 

dl         2   r^a 


R 
M 


o 

1  dL 

2  C^iJL 

I  dm 

2     (JX 

1  dL 

2  dix 

L 

R 

1  (^I\I 

2  (^X 

R 

M 

=  //» 


Cette  formule,  dont  la  démonstration  est  peut-être  un   peu 
longue,  montre  que  le  produit  des  rajons  de  courbure  prin- 
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aM— R2)2  ,,  ,  ,  •     -       T       Al      o 

fipaux— y —  ne  dépend  que  des  quantités  L,  M,  K  et 

Il            1 ,   •    ,         I                •   ,   •                 fm  —  /•- 
de  leurs  dérivées;  la  quantité  inverse j  est  ce  que 

(LM  — R2)2 
l'on  appelle,  d'après  Gauss,  la  courbure  totale  ou  courbure 
sphérique  de  la  surface;  ainsi  : 

Jm  courbure  totale  cV une  surface  est  déterminée  en 
iliaque  point,  quand  on  connaît  les  quantités  L,  M,  R,  qui 
permettent  de  mettre  la  différentielle  d' un  arc  de  courbe 
tracé  sur  la  surface  sous  la  forme 


ds  —  \  L  cl\-  —  2  Wd\  du.  —  .M  d'x-. 
résultat  de  la  plus  haute  importance,  comme  on  le  verra. 


IX.  —    Équation  des  lignes  de  courbure,  des  lignes  conjuguées 
et  des  lignes  asymptotiques. 

Nous  rappellerons  que  des  lignes  forment  un  réseau  de 
lignes  conjuguées  quand  elles  peuvent  se  partager  en  deux 
séries,  telles  que  toutes  les  courbes  de  la  première  série  ren- 
contrent celles  de  la  seconde,  de  telle  sorte  que  les  tangentes, 
au  point  de  croisement,  soient  des  diamètres  conjugués  de 
l'indicatrice  en  ce  point.  Elles  deviennent  lignes  as)mpto- 
tiques  si  les  diamètres  conjugués  en  question  sont  des  asvm- 
ptotes  de  Findicatrice. 

L'équation  de  l'indicatrice  se  trouve  en  observant  que  le 
carré  u-  de  son  rayon  vecteur  est  égal  au  rayon  de  courbure  z 
de  la  section  normale  correspondante;  la  formule  (q)  donne 
alors 


V  L^I  —  K-         /  d'h-  —  ir  dt.  d-x  —  m  d'^ 


u-  L  d\-  ~i-  iKdK  ri;ji  -^  M  c^a- 

ou  encore 

AT-Ti rTT  ^\  i  l    d\\-  dj.    du.  id>J..-~\ 
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Or,  en  prenant  dans  le  plan  tangent,  pour  axes  de  coordon- 
nées, les  tangentes  aux  lignes  [J- ==  const.,  )v  =  const.,  on  a 
les  formules  de  transformation  de  coordonnées 

X       v'Er/À  Y        yYldix 

{d)  -  -  ' 


u  ds  II  ds 

la  direction  de  u  étant  celle  de  ds.  On  tire  de  là 
dl  _   X  dix  _  JV_ 

et  (c)  devient 

„3)  /LM_R.=  j-X»^^^^^Y.. 

Cette  équation  prend  une  forme  plus  symétrique  en  obser- 
vant que 

^  R  I  cos6 

cosO  =  ——=        ou        -—=z.  =     ,,    ; 
y/LM  v'LM  ^ 


on  a  alors,  en  remplaçant  y  LM  —  R-  par  l'unité,  ce  qui  n'al- 
tère que  la  dimension,  mais  non   la  forme  de  l'indicatrice, 

Telle  est  l'équation  de  Tindicatrice. 

Y     Y'         . 
Pour  que  deux  directions,  ^,  ■^,-,  soient  conjuguées,  il  faut 

que  l'on  ait 

r  XX'--  -^  (XY  -YX')--  S  YY'^o 

L  y/LM  M 

ou,  en  vertu  de  (f/), 

(14  )  I  d\  Z\  -^  -2  ri  d\  oix  -^  f/u  0).  I  --  /;i  c?|x  o;x  —  o, 

o*A,  OU.  désignant  des  différentielles  relatives  à  la  direction 
conjuguée  de  dX,  dix.  Si  l'on  observe  que 

,          dx    ,,         ()x    , 
dx  =  -<  dk  -. d'x, 

^  d'^x     .^.  â-x         ,^  7    ■>i  X        <^-^    1    ^ 

0  dx  =    -r^-  dk  OA  -;-  -^ (  dkolX  -r-  f/lJlOÂ  )  -f-  -T — -   d\X'j[X, 

oK^  akOix  "  dix- 
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la  roriiiiile  (i4)  [)Oiirra  aussi  se  mellre  sous  la  forme 
d  Zx     cl  Zy     d  oz 

(i4  bis) 


dx 

<)y 

ùz 

1), 

àl 

ôi 

ùx 

ôy 
'dix 

Oz 

Pour  que  les  ligues).  =  const. ,  a  ^=  const.  soient  coordonnées 

conjuguées,  il  faut    que   (i4)  ou   'i4  his)  soient  satisfaites 

[joiir  r/A=  o,  ojjL  =  o  ou  que 

/•  —  o. 

Ce  résultat  important  que  j'ai  donné  pour  la  première  fois 
dans  une  note  de  mon  Traité  de  Mécanique  peut  s'établir 
directement  comme  il  suit  : 

Pour  que  les  directions  dx^  dy^  dz  et  ox.,  oy?  ^^  soient 
conjuguées,  il  faut  que 

r  Zx  dx  —  '25(,  ox  dy  -r-  o^k  dx )  -r  t  r,y  dy  —  o, 

et  par  suite,  pour  que  les  lignes  coordonnées  soient  conju- 
guées, il  faut  ([ue 

dx  dx  I  ôx  dy        dx  dy\  dy  dy 

dix  \  dï.  0]x    '    du.  dX  /  àl   du. 


(a) 


dl  dix 


or  on  a 


dz 

dî 

dx 

dv 

àz 
d^ 

dx 

=  ^'7ix 

dy 
dix 

~dlx 

d-x 
"P  d\dx 

à-y 

d-^ 


w  désignant  le  premier  membre  de  (a).  Si  entre  ces  équations  on 
élimine  p,  q  en  observant  que,  en  vertu  de  (a),  w  est  nul,  on  a 


dx 

dy 
d\ 

dz 
dl 

dx 

dy 
dix 

àz 
J^x 

d-x 

d'-y 

à'-z 

d\  àix     àl  àix     àl  dix 


C.   Q.  F.   D. 
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La  condition  pour  que  Jes  lignes  coordonnées  \^  const., 
p.  =  const.  soient  lignes  de  courbure  sera  alors 

r  =  o,         R  =  o. 

On  peut  d'ailleurs  trouver  les  équations  des  lignes  de  cour- 
l)ui^e  en  adjoignant  à  l'équation  (i4)  la  condition 

dx  ox  -h  dy  ojK  -t-  dz  0^=0 

ou 

dx    ..         d.v    ,    \  /dx  ^.         dx  ^ 
—-  dk  -1-  --—  d\x       -^  oÀ  -I-  — -  ou 
Ok  d\x     '  /  \dl  ()[JL     ' 

c'est-à-dire 

L  dk  ol  -H  R(  fA  ô[jt.  -^  dii  oa  )  -+-  M  d}!  o[j.  =  o  ; 

l'élimination  de  oÂ,   0^  entre  cette  équation  et  (i4)  donne 
l'équation  des  lignes  de  courbure 

\   /  dk  -(-  /■  dij.){  Rdl-^  M  d\). ) 

\       —  ( L  dk  -f-  R  d\}.  ;  {r  d\  ^  m  d\L)  =  o 

ou 

I  i5  bis)  (/R  —  hr)d\^-  -^{IM.  —  mL)dX  dix  -r-  1  rM  —  Rm)dix^  =  o. 

Dans  ses  Leçons  à  laSorbonne,  M.  Darboux  met  les  équa- 
tions des  lignes  de  courbure  sous  une  autre  forme  ;  à  cet  effet, 
il  observe  que  les  équations  de  la  normale  à  la  surface  en  ^, 
y,  z  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

^  d\x       ^         -^  '  d\x        ■  '  d\x 

OU,  en  posant  x-  -\- y-  4-  z-  -^  (7-, 

_.  dx        ^,  dv        „  dz         I   ()cr2 
d\  à\  ûl        2   d\  ' 

^  dx  dy  dz         i    d'j- 

x  —  -+-^-p--^z- r~=^- 

ij^x  dix  dix        x   dix 

Pour  avoir  les  lignes  de  courbure,  il  faut  exprimer  que  cette 
droite  rencontre  celle  qui  lui  est  infiniment  voisine  ;  en  d'autres 
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tcrmes,  il  faut  éliminer  X,  Y,  Z  entre  ces  équations  et  leurs 
clifTérentielles 


rj       ,àZ  I       ÔQ- 

Ld d  -  -T.-  =o, 

ùi.  2   dk 


Zd 


dz 
dû. 


,  I   du- 

d-    -r-    =--0, 

•i.    d\ 


ce  qui  donne 


I  1  ;>  ter) 


dx 

dz 
d\ 

di^- 
'ék 

dx 

^K 

dz 

dj^- 

^ 

<>.u 

d^ 

d^ 

'^-di 

dh 

,d7^- 

,  dx 

d  -■- 
d^. 

d[x 

dr^^- 

dii. 

Pour  oljlenir  l'équation  des  asvmptotlques,  on  peut  exprimer 
que  dans  (i  i)  les  directions  conjuguées  <:/)>,  du.  et  OA,  o'jt.  sont 
coïncidentes,  ce  (jui  donne 


Il  G) 

ou  encore 

(  iG  bis) 


/dli 


dl  d: 


m  d'x'^ 


d-x  d-y  d-z 

dx  dy  dz 

âX  ~dï  dl 

dx  dy  dz 

djx  d'x  d'x 


et,  pour  que  les  lignes  coordonnées  soient  asymptotiqnes,  il 
faut  que  l  =  o,  m^=o.  J'ai  également  donné  ces  formules 
dans  mon  Traité  de  Mécanique  (a*^  édition). 

Remarque  I.  —  On  met  souvent  les  équations  de  l'ellip- 
soïde sous  la  forme 

j:  =  a  sinÀ  cos  a, 
y  ^  b  sinX  sin  [j., 
^  =  c  cosX; 

il  est  facile  de  s'assurer  que,  dans  ce  cas,  r^o,  c'est-à-dire 
que  les  lignes  A=const.,   u  =  const.   sont  conjuguées.  Ce 
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qu'il  est  d'ailleurs  facile  de  démontrer  directement  par  des 
considérations  de  Géométrie  pure. 

Remarque  II.   —  Si  l'on  considère  la  surface  ayant  pour 
équations 

les  lignes  7.  =  const.,  [x  =  const.  seront  sur  cette  surface  des 
lignes  conjuguées.  La  surface  en  question  est  d'ailleurs  sus- 
ceptible d'être  engendrée  par  une  courbe  égale  à  x  =  'fC^O' 
y=  yO^)^  -  =  'H^O  *^1"^  ^^  déplace  dans  l'espace. 

Remarque  III.  —  La  surface  qui  a  pour  équations 

X  =  al  ^  a' ,         y=bl-^b',         z  =  c\-+-c', 

a,  a',  b,  b',  c,  d  désignant  des  fonctions  de  p.  seul,  a  pour 
lignes  asymptotiques  les  lignes  a  =  const.;  les  autres  lignes 
asymptotiques  ont  alors  pour  équation 

2  /■  d\  -i-  m  d\i.  =  o  ; 

cette  équation  contient  \  au  second  degré,  c'est  une  de  celles 
<[ue  l'on  sait  intégrer  quand  on  en  a  une  solution. 

La  surface  en  question  est  engendrée  par  le  mouvement 
d'une  droite  qui  s'appuie  sur  la  courbe 

X  =^  a' ,        y  ^=  b' ,        z  =  c'. 

X.  —  Sur  une  forme  remarquable  des  équations  des  lignes 
de  courbure. 

En  général,  la  recherche  des  lignes  asymptotiques  est  plus 
facile  que  celle  des  lignes  de  courbure,  et,  quand  on  connaît 
les  lignes  asymptotiques  d'une  surface,  on  peut  quelquefois 
en  déduire  très  simplement  les  lignes  de  courbure.  Suppo- 
sons, en  effet,  que  l'on  ait  pris  les  lignes  asymptotiques  pour 
lignes  coordonnées  :  l'équation  (i5)  ou  (i5  bis)  des  lignes  de 

courbure  deviendra 

L  d\'-  —  M  dix-  =  o, 
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et  celle  éqiialion  se  décom[)ose  iininédialeinent  en  deux  autres 

(a)  y/'^L  dl  zh  /m  c/|x  —  o; 

si  donc  L  est  fonction  de  A  seul  (,'t  M  l'onclion  de  'j.  seul,  le 
problème  sera  ramené  à  de  simples  quadratures.  Celte  cir- 
constance se  présente  dans  la  reclierclie  des  lignes  de  cour- 
hure  des  surfaces  (.lu  second  ordre  dont  les  généralrices  recli- 
lignes  sont  précisément  les  lignes  asvniptotiques. 
Considérons,  par  exemple,  riivpcrljoloïde 

r-        v-       -^ 

—  -^  TT T  =  •; 

a-        0-        c- 

les  génératrices  ont  pour  équations 

or  z 

=       -  sinX  -;-  cosX. 


-,-  =  —  -  co«/  —  sin/, 
0  c 


et 


-  C05;x 
c 


sin  ;ji; 


A  et  |j.  ne  sont  autre  chose  que  les  anomalies  excentriques  de 
l'ellipse  de  gorge;  À  =  const.,  ix  =  const.  sont  alors  les  équa- 
tions en  coordonnées  curvilignes  des  asvmptoliques,  et  l'on  a 


y 


sinX  -7-  sin  a 


,     sin(X  -i-  a) 

=  ^  r -^  = 

cosX  -+-  c 


cos - 

1 


"o«X 


sinX 


=  b 

.    X 
sin  — 

2 

U 

X 

-- 

!^ 

=  c 

sip  — 

2 

2 

a 

X 
cos  — 

- 

•X 
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On  en  déduit 

«-  sin^  |x  -:-  b'  cos^  [jl  -^  c- 


L  = 


4cos2 


M  =  ^^ 

4C0S2  - 


les  équations  (a)  deviennent  alors 


dl  v/a- sin- [X -f-  è^cos^jjL-i-  c^  ±:  d<).  v/a^sin-À  H-  è^cos^X  -h  c-  =  o. 
Nous  poserons 

62 «2  ^ 

7>2  _  C2    ""  ' 

l'équation  précédente  s'écrira  alors 

^  â?X  ,  f/'X 


y/i  — A-2sin2X        /i  — A-2sin2[x 
et  l'équation  finie  des  lignes  de  courbure  sera 

r  dk  .      r  r/a 

/    -/ ^^  ==   /       ,  =  =  con 

J    s/i  — A-2sin2X       J    y/i  — Â:2sin> 


On  a  vu  que  cette  formule  pouvait  être  remplacée  par  une 
autre  ne  contenant  plus  trace  de  signes  d'intégration;  l'équa- 
tion (|î))^est  en  effet  l'équation  d'Euler,  et  nous  avons  vu 
(t.  IV,  p.  2o6)  comment  Lagrange  était  parvenu  à  l'intégrer 
sous  forme  algébrique.  La  solution,  susceptible  d'un  grand 
nombre  de  formes,  peut  se  mettre  en  particulier  sous  la  forme 
suivante 

cosX  cos  [x  z^  sinX  sin  jjl  \/ 1  —  k-  sin2  G  =  cosC, 

C  désignant  une  constante. 


XI.  —  Lignes  bissectrices. 

On  appelle  Lignes  bisseclj-ices  celles  qui  partagent  en  deux 
parties  égales  les  angles  des  lignes  coordonnées  :  rien  de  plus 
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facile  que  de  trouver  leurs  équalions  difTérentielles  ;  il  n'y  a 
qu'à  écrire  que  la  projection  faite  parallèlement  à  la  coor- 
donnée X  de  l'arc  ds  sur  la  coordonnée  jj.  est  égale  à  la  pro- 
jection du  même  arc  sur  la  coordonnée  \  ou  est  égale  et  de 
signe  contraire  à  cette  projection;  on  a  ainsi 

d\  s/L  ==  dix  v/M  =  o. 

Cette  équation  sera  en  particulier  celle  des  lignes  de  cour- 
bure quand  les  lignes  coordonnées  seront  les  lignes  asympto- 
liques,  ainsi  qu'on  l'a  vu  au  paragraphe  précédent. 

Si,  dans  une  surface  de  révolution,  on  prend  les  parallèles 
et  les  méridiens  pour  lignes  coordonnées,  il  est  facile  devoir 
que  l'équation  qui  donne  ch-  sera  d'abord  en  coordonnées 

polaires 

ds-  =  dr-  —  r-  dO-  -^  r-  sin- 0  d'I-  ; 

mais  /•  =  '^(^)  •  donc 

^s2  =  [cp'2(0)-^  c52(0)]f/02— '^2(0)sin2e  rf'^2; 
les  lignes  bissectrices  ont  donc  pour  équation 


ou 


rf6/tp'2(e)H-«p--î(e)ir  rf'}'j(0)sin6  =o 


(V -^  const.  =  HZ  /   rtO 


-f 


çp(e)sin6 


elles  s'obtiendront  donc  par  de  simples  quadratures.  Ce  sont 
d'ailleurs  des  loxodromies. 


XII.  —  Équations  des  lignes  géodésiques  en  coordonnées 
curvilignes. 

Supposons  que  la  ligne  dont  on  demande  l'équation  ne  soit 

pas  la  ligne  [j.  =  const.;  pour  trouver  son  équation,  comme 

elle  est  tracée  sur  la  surface,  il  suffira  d'exprimer  que  sa  nor- 

,  ...  111-  ■        d.r     dy     dz 

maie  principale  est  normale  a  la  direction  -—,  -^,  —;  car, 


L 


dl     dl     dl 
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étant  normale  à  deux  directions  tracées  sur  la  surface,  elle 
sera  normale  à  la  surface.  On  aura  ainsi 

d'-x  àv        cl- y  ùy        d-z  dz  _ 
ds^    d\    '     ds-    dX  ~^  ds^   dl  ~ 

ou,  en  abrégeant  et  en  faisant  usage  d'accents  pour  repré- 
senter les  dérivées  relatives  à  l'arc, 

2„  d.r 
X  --  =  o 


ou  bien 


d  v^    ,  àx       "v:^    ,  d  dx 

^  -  ^  X  -r, ^  =  o. 


2,  dx       "^ 
^  ~ 2d'~    ds   0\ 
c'est-à-dire 

d  ^^fdx^,       dx     ,\dx      -^^  f  dx  ^ ,       dx     ,\/d-x^,         à^x      A 
en  multipliant  par  y,  on  a 

f^       r   -,  r.      ,  ^L  ,„  àR.,      ,  dM       „ 

ds  '    ^       dl  dl      '  dl  ^ 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  on  peut  présenter  l'équation 
des  lignes  géodésiques;  la  suivante  convient  aussi  : 

^  .T^■^,      ^,    ,        àh  ,,^         àR  ,,   ,      dU    ,„ 
ni  bis)    2  -^  ( R)/ -T-  M [x  I  =  —  X  2 _j_  2  -—  )/ <x' -n  -y-  ix'^. 
ds  du.  dix      '  dix 

Si  l'on  appelle  i  l'angle  que  la  ligne  géodésique  fait  avec 
jj.  =z  const.,  on  peut  écrire  ces  équations  ainsi 

d^T^cosl       d\.  ,,,  dR  -,    ,       dM     ,^ 

(  I  8  )  2  —- ; =    ^  A  -  -r-  2  -^   A    IX  -^ ~   IJ--,  

ds  dl  dk       '  dk   ' 

La  condition  pour  que  A  =:^  const.  soit  géodésique  est  qu'en 
appelant  s\  l'arc  de  cette  courbe,  on  ait 

V^  d'^x  dx 

Ad  ds{    dl  ~     ' 

d'^x  ,      ,    ,   d-xds}  —  d'-s-)dx  ,  ,      .  .      . 

or  — ^  est  esfal  a ^ — ^ — ,  on  pourra  donc  écrire  ainsi 

ds-,  °  ds^  ' 
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l'équation  précédente 

d-x  ds\        à-s\  dx\  dx 


OU 


c'est-à-dire 


OU  enfin 


V^  d-x    dx      /r-r         -^^  dx    dx      d        nrr 

'       \  d\i.        -1   dK  I  0\x 


0\i. 


dW        I   WM  R    ()M  _ 

<^!-«-        2   d\         2  M   d\x 

On  voit  que,  si  les  coordonnées  sont  orthogonales,  "a  =  const. 
ne  sera  ligne  géodésique  que  si  M  est  indépendant  de  \\ 
nous  verrons  bientôt  qu'il  est  impossible  que  les  deux  lignes 
coordonnées  orthogonales  soient  géodésiques  (excepté  sur 
les  surfaces  développables). 

XIII.  —  Coordonnées  de  Gauss.  Polygones  géodésiques. 

Gauss  a  fait  un  heureux  usage  d  un  svstènie  particidier  de 
coordonnées  que  nous  allons  définir.  Les  lignes  A  =  const. 
sont  des  géodésiques  issues  d'un  point  fixe  O,  et  les  lignes 
[jL  =  const.  sont  des  cercles  géodésiques  ayant  leurs  centres 
géodésiques  en  O.  On  a  ainsi  un  système  orthogonal  dans 
lequel  l'une  des  lignes  coordonnées  est  géodésique.  Soit  8 
l'angle  qu'une  quelconque  des  lignes  coordonnées  géodé- 
siques fait  avec  une  géodésique  fixe  passant  en  O,  et  /■  la 
longueur  de  cette  géodésique,  comptée  depuis  le  point'  O 
jusqu'au  point  M  que  1  on  se  propose  de  représenter;  /•  et  h 
sont  les  coordonnées  de  ce  point. 

Le  ds-  est  de  la  forme 

car,  pour  9  r=  const.,  on  doit  avoir  dr  =  ds,  et,  dans  ds-,  il 
ne  doit  pas  entrer  de  terme  en  dr  dH.  L'arc  de  cercle  géodé- 
sique élémentaire  qui  est  la  valeur  de  ds  estimée  suivant  la 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VII.  8 
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ligne  ;■  =  const.  est  G  dH.  Dans  ce  cas,  l'expression  générale 
si  compliquée  de  la  courbure  totale  k  donnée  par  la  for- 
mule (12)  se  réduit  à 

et  l'équation  (18)  d'une  géodésique  à 

dcosi         -,  dG  .,, 

ou 

/    x  .     .  di  dG  „,., 

(c)  sini -i-  =  —  G -^  0  ^. 

as  or 

Proposons-nous  d'évaluer  la  courbure  totale  d'un  triangle 
géodésique,  c'est-à-dire  formé  par  trois  lignes  géodésiques 
CiV,  CB  et  AB.  Plaçons  l'origine  en  C  et  prenons  pour  ligne 
coordonnée  initiale  le  côté  CA  :  la  courbure  totale  cherchée  K 
sera  donnée  par  la  formule 


K  =  r  Ck  d9.  =   f  fk  G  f/6  dr 


on  dû  désigne  Taire  élémentaire;  en  vertu  de  (6),  elle  devient 

^d'-G 


'^=-//^  <'""•■ 


Intégrons  par  rapport  à  /•,  en  observant  que  pour  r  infiniment 
petit  —  =:  i;  en  effet,  pour  /-^o,  on  a  rc/O^G^fO  ou  r=  G, 
dr  =  dG  ;  nous  aurons 

oG 


mais  l'équation  (c)  donne 


dG  _         .    .di  i 

o?9  di  T  di  ds  di 

^  ^      ds  ds  ^  /dOyi  ^  ~  d's  d^  ^  ~  df)' 
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donc 

"Celte  expression  doit  être  intégrée  de  o  à  C;  or  l'intégrale  de 
di  donne  la  diflérence  des  valeurs  de  i  en  A  et  B  :  l'une  de  ces 
valeurs  est  A,  l'autre  t: — ■  B;  on  a  donc 

K=C^  A-t-B-r; 

on  peut  donc  énoncer  ce  théorème  très  remarquable  : 

Théorème.  —  La  courbure  totale  d' un  triangle  géodé- 
sique  est  égale  à  Vexcès  de  la  somme  de  ses  angles  sur 
deux  droits. 

Ou  bien  encore  : 

La  somme  des  angles  d'un  triangle  géodésique  est  égale 
à  sa  courbure  augmentée  de  deux  droits. 

Par  suite  : 

La  somme  des  angles  d'un  polygone  géodésique  est 
égale  à  sa  courbure  plus  autant  de  fois  deux  droits  qu'il 
y  a  de  côtés  moins  deux. 

Dans  un  triangle  infinitésimal,  la  courbure  est  infiniment 
petite  du  second  ordre;  donc,  aux  termes  du  second  ordre 
près  :  *  , 

La  somme  des  angles  d'un  triangle  géodésique  infini- 
I       UsimaUn  égale  à  à.u.  droit. 

La  somme  des  angles  d'un  triangle  infinitésimal  quelconque 
est  de  deux  droits;   mais  ordinairement  la  différence  avec 

k     deux  droits  est  du  premier  ordre,  tandis  que,  quand  le  triangle 
^    est  géodésique,  celte  différence  est,   en  réalité,  du  second 
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XIV.  —  Sur  l'intégration  des  équations  des  lignes  géodésiques. 
L'équation  (l'j) 
(,7)  2^(LX^R:.)=-^-X^-^.-^A'-.-^-^..2 

peut  se   transformer  et  se  ramener  à  la  forme  canonique; 
posons,  en  effet, 


(a)                               2T  =  LÀ'2_i_2l 

RX'|x'^M;jl'2, 

(?)                                           X,  =  LÀ' 

-  R  [J-', 

(y)                                          |Xi  =  RX' 

-^  M  ;jl': 

nous  aurons 

x,  =  - 

dT 

nous  tirons  de  (JB)  et  (y) 

,.                        .,_MX,-Ra, 

,       L!x,-RX, 

En  vertu  des  formules  (^)  et  (a),  (i-)  pourra  s'écrire 

^X,       dT 


(9) 


ds         ôl 


Ceci  posé,  la  lettre  d  désignant  jusqu'ici  une  dérivée  prise  en 
considérant  )^,  u,  )/,  jj.'  comme  des  variables  indépendantes, 
servons-nous  de  la  lettre  ô  pour  représenter  une  dérivée  prise 
dans  l'hypothèse  où  X,  [jl,  ).,,  jj.,  seraient  variables  indépen- 
dantes :  la  fonction  T  étant  homogène  et  du  second  degré  en 
)/  et  [jl',  on  aura,  en  vertu  de  {[i)  et  (y), 

aT  =  X'Xi—  |j(.';a, 
OU 

T  =  —  T^X'Xi^  iJL'ai 
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donnont  alors  à  ).,  )v,,  [x,  [jl,  des  accroissements  arbitraires 
cf).,  cfk,,  ...;)/  et  jj.'  prendront  les  accroissements  dV,  d^' ; 
la  formule  précédente  donnera, 

dT  =  —{  ^-  dk  -i-      -  f/a  -h  -^  dX  -t-  -— ;  <r/[x' 
\  Ok  ôix      '         (^A  ôii.      ' 

-f-  ).'  f/À  1  -f-  ;jl'  <^;jli  -1-  X 1  dX'  -f-  [J-i  c^ji.' 
et,  en  ajant  égard  à  (o), 

f/T  = ï-  dX .—  d\i.  -h  X' dXi  -4-  ;ji.'<J?!J.i. 

Celle  formule  exprime  que  Ton  a 


oT            dT 

lX~~~  ÔX' 

oT            dT 

0[JL                     d|J. 

oT        , ,       r/X 

\~     =^  k  —         J 
oAi                  ds 

oT  _     ,_ 

0[Xi 

rfX, 

oT 

d}±i 

_       ûT 

ds 

~       oX' 

ds 

o;ji 

dX 

oT 

dix 

ST 

ds 

OÀi 

ds 

OtJLi 

La  formule  (0)  et  celle  que  Ton  en  déduit  en  changeant),  en  u. 
peuvent  s'écrire  comme  il  suit,  en  vertu  de  (crr);  nous  les  fai- 
sons suivre  des  équations  (p), 


('9) 


Telles  sont  les  équations  des  lignes  géodésiques  ramenées  à  la 
forme  canonique  :  T  est  d'ailleurs  donné  par  la  formule  {"Ç). 

Si  l'on  remplace  dans  cette  formule  (J^)  A,  et  [j.,  par  -^  et  — 

et  si  l'on  égale  à  2/i  la  valeur  de  2T  ainsi   transformée,  on 
obtient  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(.0)       ..,ui-r.  =  m(-^)'-,b||.lQ%    ■ 

et,  si  Ton  connaît  une  intégrale  complète  de  cette  équation, 
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c'est-à-dire   ici  renfermant  une    constante    arbitraire   a,   les 
équations  finies  des  lignes  géodésiques  seront 

(•2.001S)  —  =  const.,         -V  =  5  ^  consl. 

07.  an 

Il  y  a  un  cas  très  étendu  dans  lequel  on  pourra  toujours 
effectuer  l'intégration. 

Supposons  que  Ton  ait  pu  prendre  K  =  o,  L  =  M  =  A,  la 

formule  (20)  devient 

s'il  arrive  alors  que  A  =  »(A)-r-  '\{'^),  on  pourra  prendre 

/à&V         ,   ,,    . 

(  —      =  ih<lj(u.)  —  a  : 

\Oli/  *    ' 

la  formule  (c)  sera  alors  satisfaite,  et  l'on  aura 

On  connaît  ainsi    une  solution  complète  de  (c),  d'où  l'on 
conclut  l'équation  des  lignes  géodésiques 

*)0  _  de  _ 

1^  et  Y  désignant  deux  constantes. 

A  ce  cas  examiné  par  Liouville,  on  peut  en   ajouter  un 
autre  :  c'est  celui  où  R.  serait  de  la  forme 

en  supposant  L  =  o,  M  =  o,  R  ^  A,  l'équation  (20)  devien- 
drait 

de  de       .    ,,.,,,,    , 
dk   dix  i  ^    '  ' 

Posant  alors 

e  =  ^{'k)w{ix), 
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on  aurait  à  déterminer  $  et  T  par  la  relation 
on  prendrait  alors 


d'où 


et,  j)ar  suite, 


r(tJl)*ir(fJL)=:^(|x), 


ÎNoiis  allons  appliquer  ces  considérations  à  la  reclierclie  des 
lignes  géodésiques  des  surfaces  de  révolution.  Les  méridiens 
et  les  parallèles  formant  un  système  orthogonal,  nous  les 
prendrons  pour  lignes  coordonnées.  L'équation  des  surfaces 
de  révolution  est  de  la  forme 


z  =  o(x'-—y^); 

nous  pouvons  poser 

X  =  r  cosO, 

y  =  /-sinO, 

-  =  ?i/-); 

nous  en  tirons 

dx              - 
-—  =  cosi), 
dr 

^  =  '^"«. 

dr        ' 

dx                 .    . 

^y          u 

-^  =  r  cosO, 

dz 

l^es  quantités  désignées  par  L,  M,  R  sont  ici 

i  —  o'-{r),     r-,     o; 
on  a  donc  v 

ds-  =(i-r-  o'-)dr-  -^  r'-d^'-, 

et,  en  appelant  /■,,  8,  les  dérivées  de  T  par  rapport  à  /'  et  h', 

/■i  =  (i-o'2)r',         e,=  /-26', 
on  en  conclut 
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L'équation  aux  dérivées  partielles  d'où  dépend  la  solution  du 
problème  est  donc 

que  l'on  peut  écrire 

de\2    r^        /dey-       ,  „ 

on  obtient  une  solution  complète  en  posant 


et  les  équations  des  lignes  géodésiques  deviennent 

6  f  (\->-o'^)dr 


=  ^, 


/•2i/  a/*(i-+-cf'2) 

fi-4-  o"^)dr 


I  -H  cp 
2a -^ 


/7 


I  -i-  es 

2/t(i  -(-<?'-)  —  2a  ^ 


Tf  =*^T' 


ou  en  ne  considérant  que  la  première,  la  seule  importante,  la 
seconde  ne  faisant  connaître  que  l'arc  5, 


L-f- 

^2a      J    \ 


i  -^(iji'-2)dr 


y  2a      J    \/2/t(i -!- (f'2)/'*  —  2ar2(i -i- cp'^j 
ou  bien 


-P 


/ 


6 r  /  i  +  cp'2  ^  _  o 


Dans  la  sphère  de  rayon  «,  on  a  '^(y)  =  y  a-  — ■  ;•-  ;  les  équa- 
tions des  géodésiques  deviennent  alors,  en  changeant  la  con- 
stante [3, 

e— On  _    fdr  I 

a\/-i'x       J      ''    ^(a"^— /•^j(2/«r2 . 


2a) 
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Nous  pouvons  écrire  cette  équation  ainsi 

-~-  y  a-  ■ 


V  s  /  \V  /     y/   ^   _ 

en  introduisant  un  facteur  indéterminé  ^^.  Ou  peut  disposer 
de  g  et  de  A",  de  telle  sorte  que 

•2 ghr-  —  -lOLg  _  a-  —  r^ 

r-  r- 

quel  que  soit  /•;  ilsuflit  pour  cela  de  faire  lidentification  des 
deux  membres,  après  avoir  chassé  le  dénominateur  /-.  L'é- 
quation des  lignes  géodésiques  devient  ainsi 


a^(8-eo)  _ 

r  *^-^^* 

v/aa^ 

'                    ,  ^  «- —  ''- 

i          i  _  /,2  

D'ailleurs  /»•  et  g  sont  déterminés  par  les  formules 

2  .^h  —  /»-  =  !,         20iff  =  a-  />  -  ; 
la  formule  précédente  peut  alors  s'écrire 

A       A  X                •     /  V  ^'  —  ^' 
(^6  —  9o)  =  arc  sinA* 

ou 

k  ^ a-  —  /■-  =  rsin(6  —  Oo); 


si  l'on  fait  alors  j:  :=/•  cosO,  j'=;"sinO,  ^  =  y  a- • — /*-.  on 
trouve 

kz  =:  — X  «inOjH- j'  cosOo  '• 

c'est  1  équation  d'un  grand  cercle  quelconque. 

Sur  une  surface  développable,  on  peut  prendre  M  =  L  =  r , 
R  =  o.  L'équation  aux  dérivées  partielles  devient 

(dQy-     /dey       . 
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d'où  Ton  conclut 

l'intégrale  des  lignes  géodésiques  est 

X  a 

-; — ^^z  =  const.  : 

V  2  h  —  ■j.x        y/a  a 

c'est  une  équation  c[iielconque  du  premier  degré,  ce  qui 
s'explique  en  observant  que  les  lignes  géodésiques  se  trans- 
forment en  lignes  droites  dans  le  développement  de  la  surface. 

XV.  —  Étude  d'une  surface  remarquable. 

Parmi  les  surfaces,  il  J  a  lieu  de  distinguer  celles  dans 
lesquelles  les  deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  de 
signes  contraires  et  que  nous  avons  rencontrées  dans  le 
calcul  des  variations.  On  peut  en  trouver  les  équations  d'une 
manière  très  simple  en  observant  que  l'indicatrice  est  une 
hyperbole  équilatère  :  alors,  si  l'on  prend  les  lignes  de  lon- 
gueur nulle  pour  lignes  coordonnées,  on  aura 

L  =  o,        M  =0,         r  —  o. 

Cette  dernière,  qui  exprime  que  les  lignes  coordonnées  sont 
conjuguées  (puisqu'elles  forment  un  faisceau  harmonique 
avec  les  asymptoliques),  peut  s'écrire 

d'^x    d(y.  z)  d^y     d{z,  x)  d-z     d(x,y)  _ 

dX  dix  rj(l,  ij.)  ~^  t>X  dix  rj(X,  ;j.)  "^  dl  dix  d{A,  [i)  ~     ' 

en  différentiant  les  deux  autres,  on  a 

d-x    dx  d-y     ày  d-z  dz 

dïà^  dï  "*~  dlOix  dî  "^  d'A  dix  dl  ""  ^' 

d'-x    dx  d'Y     dy  d-z  dz 

dl  d[jL  à^        dX  dix  dtx        dk  d^x.  dix 

d'où  l'on  tire 


o; 


^,,  d'-x  diy  d'-z 

(0)  -t =o,         -,— —  =  o,         -T^— -  =0, 

^  dk  d)x.  dk  dix  dk  0'^ 
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à  moins  que  le  déterminant  LjM  —  R-  ne  soit  nul,  auquel  cas 
la  surface  serait  une  développable  isotrope.  Les  équations  (Q) 
donnent 

'^,,  '^j,  y,,  y^,  'L,,  -l^  étant  assujettis  à  satisfaire  aux  équa- 
tions ij  =  G,  M  =  o,  c'est-à-dire 

Si  Ton  [)rend  'j,  (a)  ^^  y.,  '-ij('J-}  =  jj,  on  aura  la  solution  sous 
la  forme  donnée  par  Monge 

a;  =  a-T-|3, 
j^=/(a)-F(?), 

d'où  il  paraît  difficile  de  déduire  des  solutions  réelles.  Voici 
une  autre  solution  due  à  M.  Weierstrass.  Posons 


'■?i-^7iv  — '^  —  "Vi. 

la  première  formule  {t)  sera  satisfaite,  et  Ton  aura 
?'i      _  7'i  _  il . 


1—  Cf^  y/_l(l_Jf2)  2W 

si  l'on  égale  cette  suite  de  rapports  à  -  ^"{n)  7^'  on  aura 
'f I  =  -  /  (  1  —  u- )h"'{u}du, 
7 ,  -=  ^-^  A I  --  ii2  )  6'" (  iO  f/?/ , 
61  —  /  «6"\  u)du. 
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Si  l'on  effectue  les  intégrations,  ou  trouve 

on  satisfait  de  même  à  la  seconde  formule  (s)  en  posant 

?'2  —  V/—  '  7.2  =  —  "  '/,2  , 

?2  +  V/—  17.2=    -'' 

et  l'on  trouve 

(?2  = t"{^  )-^Vrt'(v)~  Tj  (  V  \ 


7.2  =  —  /—'     —^  ■'i"iv)  —  v-ri'{'')-^-ri{i>)\, 
et  les  quantités 

seront  réelles  si  l'on  prend 

«  =  ;  -^  r;  v/—  1 ,  ^  ^  ç  —  ■')  /—  I , 

alors  ^{u)  et  r,  (r)  seront  des  imaginaires  conjuguées.  Pour 
plus  de  détails  sur  les  surfaces  dont  il  s'agit,  nous  renverrons 
aux  Leçons  de  M.  Darboux  Sur  la  théorie  s'énérale  des 
surfaces,  et  au  Mémoire  de  M.  Ribaucour  Sur  les  élas- 
soïdes,  qui  a  remporté  le  prix  à  l'Académie  de  Belgique, 
le  16  décembre  1880. 

Nous  ferons  observer  que,  si  la  fonction  F(^  -h  r,  y/ —  i)  est 
algébrique,  la  surface  que  l'on  obtient  est  elle-même  algé- 
brique, ce  qui  montre  que,  parmi  les  surfaces  à  courbure 
totale  nulle,  il  y  en  a  d'algébriques. 
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XVI.  —  Sur  une  classe  particulière  de  géodésiques. 

Sur  toute  surface,  il  existe  une  classe  particulière  de 
géodésiques,  que  l'on  peut  trouver  quand  on  est  parvenu  à 
mettre  Téqualion  qui  donne  ds-  sous  la  forme 

(  a  )  ds-  =  A  (  d/.-  -^  diL-  i. 

Pour  trouver  les  lignes  géodésiques,  il  suflit  alors  de 
trouver  une  solution  complète  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

Si  Ton  suppose  /i=:o,  cette  équation  s'intègre,  quel  que 
soit  A,  et  il  suffit  de  poser  pour  cela 

0  =  a).  —  b\i.  —  c, 
pourvu  que  ci-  ~r  b-  =  o  ou  b  =  —  a  y —  i  ;  ainsi,  en  prenant 

les  équations  des  lignes  géodésiques  seront 

dS  -.    ,        / 

-—  =  const.         ou         À  rr  fi.  i/ — i  =  const.; 
oa 

leur  équation  différentielle  est  cÛ.  'zz  cbx  ^  —  i  =  o  ou  Lien 

di.-  —  d-x"-  =  o. 

Pour  ces  lignes,  on  a  A(c/a-  -r-  cbx- )  =  o  ou  ds-  =  o,  en  vertu 
de  (a).  Ce  sont,  comme  l'on  voit,  des  lignes  de  longueur 
nulle. 

On  voit  que  dans  la  surface  étudiée  au  paragraphe  précé- 
dent les  lignes  coordonnées  sont  géodésiques. 
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XVII.  —  Courbes  harmoniques. 

Lorsque  deux  familles  de  courbes  sont  telles  qu'en  leurs 
points  de  croisement  leurs  tangentes  forment  un  faisceau 
harmonique  a^ec  les  tangentes  aux  lignes  coordonnées,  on 
dit  qu'elles  sont  conjuguées  hanno niques. 

Si  ds  désigne  l'élément  linéaire  d'une  courbe,  os  l'élément 
linéaire  de  sa  conjuguée,  les  projections  de  ces  éléments  sur 
le  plan  des  xy  devront  former  un  faisceau  harmonique  avec 
les  projections  des  éléments  des  lignes  coordonnées;  on 
devra  donc  avoir 

^■'Y      ^y  .  ^-^    ^^y      '-!>' .  t*-^ 

rjx         dl  '  r)l      o.r         0<x  '  0\x 


ce  que  l'on 


dy        Oy     Ox 
dx        'dl  '  dl 

dy       Oy 
dx       d\x  ' 

dx 
d^ 

peut  écrire 

^     ôx       ^     dy 

ov  — ox  -^- 

-^  dk             dl 

,     dx 

,    ày 

-  dx  -- 
d/. 

„,     dr        ^     dy 

''y  -; 0^  -f- 

■^  d\j.             d'^ 

-  dx  ^- 
dix 

o; 


•  1»  1  ^  Ox  -^^  Ox  •. 

SI  i  on  remplace  ox  par  -^  oA  -r-  v"  'J'J-,  -  ...  on  trouve  ce  que 
^        dA  d'JL     '  '  '  T 

l'on  pouvait  prévoir 

dl  __ol 

d\x  8(x 

Théorème  T.  —  Les  lignes  de  courbure  sont  conjuguées 
harmoniques  des  lignes  de  longueur  nulle. 

En  effet,  si  l'on  prend  les  lignes  de  longueur  nulle  pour 
lignes  coordonnées,  ou  a  L  =  o,  M  =^  o, 

ds^-  =  R  dl  dix. 

Quant  à  l'équation  des  lignes  de  courbure,  elle  devient 

l  dl-  —  7}ï  d'x-  =  o 
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el  se  décompose  en 

y/V  d).  —  \/  m  d\i.  =  o,  \/ 1  d\  ^  ^  m  d\x  =  o  ; 

<ic  ces  deux  équations,  on  lire  des  valeurs  de    ,-  éirales  et  de 

signes  contraires,  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
L'équation  des  asymplotiques  prend  la  forme 

/  f/À-  -^  m  d[j.'-  —  o, 

quand  /-^o,  c'est-à-dire  quand  les  lignes  coordonnées  sont 
conjuguées;  elles  sont  donc  conjuguées  harmoniques,  ce  que 
'on  devait  prévoir. 


XVIII.        Composantes  de  la  courbure. 

JNous  considérerons  la  courbure  -  d'une  courbe,  en  un  point 

-M  de  cette  courbe,  comme  représentée  par  une  droite  dirigée 
suivant  la  normale  principale;  sur  cette  droite,  à  partir  du 
point  de  contact,  vers  le  centre  de  courbure,  on  compte  la 

longueur  -  • 

La  courbure  ->  à  ce  point  de  vue,  peut  donc  être  décom- 

posée  en  d'autres  dirigées  suivant  des  droites  données;  ses 

,  d-  X     d-  V     d-  z 

proiections  sur  les  axes  sont  -t-tj  -tt'  -j—t' 
i      «^  ds-      ds-      ds- 

Considérons  une  courbe  tracée  sur  une  surface  :  si  l'on 
décompose  sa  courbure  en  deux  droites  dirigées,  l'une  suivant 
la  normale  à  la  surface,  l'autre  suivant  une  tangente,  la  pre- 
mière de  ces  droites  sera  la  courbure  normale,  la  seconde 
sera  la  courbure  tansentielle  ou  géodésique. 

Soit  9  Tangle  que  fait  le  plan  osculateur  de  la  courbe  avec 
le  plan  langent  à  la  surface  :  sa  courbure  tangentielle  ou  géo- 
désique sera 

cosO 

P 
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et  la  courbure  normale 


sinO 

P 


La  première  est  nulle  dans  les  courbes  géodésiques  et  la 
seconde  dans  les  lignes  asvmptotiques.  Nous  allons  voir  tout 
à  l'iieure  la  raison  pour  laquelle  la  courbure  langentielle  a 
reçu  le  nom  de  courbure  géodésique. 

XIX.  —  Sur  la  courbure  tangentielle  ou  géodésique. 

Lemme.  —  Soient  R  et  R'  les  rayons  de  courbure  de  deux 
courbes  A^^  AR'  tangentes  en  A.  Si  l'on  prend  sur  ces  deux 
courbes  des  longueurs  AR,  AB'  égales  à  ds,  les  tangentes 
en  B  et  B'  à  ces  courbes  feront  un  angle  <:/oj  donné  par  la 
formule 

(a)  ^a>2=  — -^  —  —  2^  j^cos(R,  R'). 

En  effet,  si  l'on  mène,  par  un  point  O  de  l'espace  Ort  paral- 
lèle à  la  tangente  commune  en  A,  Ob  et  Ob'  parallèles  aux 
tangentes  en  B  et  B',  si  sur  ces  tangentes  on  prend 

0b  =  0b'=0a  =  i 

dans  le  triangle  abb',  on  aura 

/  7  j       ds  j,      ds  , , ,       , 

{b)  ab  ^^  -=;  ,         ab  :=  -^,,         bb  =  dia, 

et  la  formule 

bb'   =^  ab  -^  aU  — lab  ab' co?>{ab^  ab') 

donnera  la  relation  («),  si  l'on  y  remplace  ab,  ab\  bb'  par 
leurs  valeurs  (6),  et  si  l'on  observe  que  ab^  ab'  sont  parallèles 
aux  rayons  de  courbure  R  et  R'. 

Maintenant  considérons  une  courbe  quelconque  AB  tracée 
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sur  une  surface  :  par  les  points  A  et  B  inliniment  voisins, 
menons  des  arcs  de  géodésiques  tangents  AKC  et  BK;  l'angle 
CRB  sera  l'angle  de  contingence  géodésique;  en  l'appelant  s 

et  en  posant  AB  =  ds,  le  rapport  -^  sera  la  courbure  géodé- 

Fig.  6. 


sique.  au  point  A.  En  ellet,  prenons  AC  =  AB;  l'angle  des 
tangentes  eu  B  et  C  à  AB  et  à  AC  sera  donné  par  la  formule 

i 

mais,  par  le  théorème  de  Meusnier,  la  géodésique  avant  son 
plan  osculateur  normal  à  la  surface,  si  l'on  appelle  0  l'angle 
que  le  plan  osculateur  de  AB  fait  avec  le  plan  tangent,  on  aura 

R':^    r— f:  et,  par  suite, 
sinO         ^ 


<n 


fis  cos  0 
R 


En  général,  les  tangentes  en  B  et  C  ne  se  rencontreront  pas; 
mais,  si  l'on  suppose  que  \^  fîg.  6  soit  une  projection  sur  le 
plan  tangent  à  la  surface  en  to,  les  angles  ne  difléreronl  de 
leurs  projections  que  par  des  termes  du  second  ordre  el,  à  ces 
termes  près,  on  aura 


ib) 


—  wBG  — BC( 


dans  le  triangle  géodésique  KGB,  on  aura  aussi,  aux  terme? 
du  second  ordre  près. 


K  —  KBC  —  BCK  --  - 


î-7-wBG-7-BG(îj  =  7:: 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VII. 


l3o  CHAPITRE     m. 

de  cette  formule  et  de  (b)  on  tire 

w  =  s; 

on  a  donc,  en  vertu  de  (ci), 

_  ds  co<;B 
^^        R 

ou 

s         cosO 

ds  ^  ~ir' 

ce  qui  prouve  le  théorème  que  nous  avons  énoncé,  et  ce  qui 
justifie  la  dénomination  de  courbure  géodésique  donnée  par 
Liouville  à  la  courbure  tangentielle. 

On  a  encore  donné  à  la  courbure  tangentielle  le  nom  de 
courbure  de  développement  ;  cette  dénomination  est  justifiée 
par  le  théorème  suivant  : 

La  courbure  tangentielle  d'une  courbe  est  égale  à  la 
courbure  de  la  transformée  de  celle-ci  quand  on  la  sup- 
pose tracée  sur  une  développable  dont  elle  serait  la  courbe 
de  contact  avec  la  surface  proposée^  quand  on  étale  cette 
surface  développable  sur  un  plan. 

En  efiTet,  la  courbure  géodésique  d'une  courbe  tracée  sur 
une  développable  est  égale  à  la  courbure  propre  de  sa  trans- 
formée plane;  pour  établir  ce  fait,  il  suffit  d'observer  que  les 
géodésiques  d'une  développable  ont  pour  transformées  des 
droites  ;  l'angle  de  contingence  géodésique  se  transforme  donc 
dans  l'angle  de  contingence  de  la  transformée  plane,  et,  comme 
l'arc  ne  change  pas  de  longueur  après  sa  transformation,  ceci 
démontre  le  fait  énoncé;  mais  la  courbure  géodésique  d'une 
courbe  est  la  même  par  rapport  à  toutes  les  surfaces  circon- 
scrites dont  elle  est  la  courbe  de  contact;  donc,  etc. 

C.     Q.     F.    D. 

CoKOLL.viRE.  —  La  courbe  C  tracée  sur  une  suif  ace  S, 
et  dont  la  courbure  géodésique  est  constante,  peut  être 
trouvée  comme  il  suit.  Si  l'on  circonscrit  suivant  cette 
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courbe  C  à  la  surface  S  une  développable  D  et  que  Von 
étale  cette  déi-eloppable  sur  un  plan,  la  transformée  de 
la  courbe  C  sera  une  courbe  de  courbure  constante,  c  est- 
ci- dire  un  cercle. 

L'équation  différentielle  de  la  courbe  qui  nous  occupe  est 
du  second  ordre  et,  en  général,  difficile  à  intégrer. 


XX.  —  Courbures  tangentielles  en  coordonnées  curvilignes. 

La  courbure  tangentielle  joue  un  rôle  important  dans  la 
tiiéorie  des  coordonnées  curvilignes  :  nous  allons  en  calculer 
Texpression. 

11  est  clair  que  le  cosinus  de  l'angle  B  que  le  plan  osculateur 
fait  avec  le  plan  tangent  est  égal  au  cosinus  de  celui  que  la 
normale  princijiale  fait  avec  la  normale  à  la  courbe  située 
dans  le  plan  tangent.  Les  cosinus  directeurs  de  la  première 

dioite  sont 

(i-x  d-y  d- z 

'    ds-  as-  ds- 


ccux  de  la  seconde  sont 


on  a  donc 


Or  on  a 


y/LM  —  R^ 


/   ,  dz  ,,  dv 


ds 


-p  -:, 


cosfj  I 

p      ~  v^LM  —  R2 


L.M  -  R2 


ds 


d'^x  d^y  d^-z 

ds-  ds-  ds- 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 


âx  dy  dz 

dï  dX  à\ 

dx  ôy  dz 

d[x  ()<}.  da 

P  p'  p" 
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multipliant  ces  formules  membre  à  membre,  on  a 


cosO 

P 


(LM  —  R'-y 


■^  d'-.7-  d.r     •^  d'-.r  dx      ^^  d-x 


dx  i)x 

m 

dx 


dx  ()x 


■^  dx  i)x       ■^  clx  (ix       -"t-i 


dx 


ds 


:P 


dx 


:p 


d\ 


V^       ox  "v^ 


ou  bien,  en  observant  que  les  deux  premiers  éléments  de  la 
dernière  ligne  du  déterminant  sont  nuls, 


{^) 


^LM  —  IV 


cosB  ■^  d'^x  dx  ^r^  dx  dx 

p  ~  jZà  ~ds^  'd\  Z^~ds  ~d\x 
•^  <^2  X  dx  •^  dx  dx 
Z  ds'^    djl  ^  ds    d\  ' 


Développons  -^  et  — ,-  suivant  les  |iuissances  et  les  produits 


ds 

1      d\         -,  ,        d'j.  .  p  .  .  .  ,         .    , 

de  -^  =  k'  el  -~-  =  [J.  ,  et  taisons  attention  aux  identités 


ds 


ds-i 
dij. 
ds 


d'^x  dx 
IXi  dî 
d'X  dx 

'dï^  du. 


r   d\. 

2    dî' 

r)R  I    r)L 

d\  2    dix 


nous  trouverons 


^/LM -1^  £^  ^  X'^l  ^  (X'R  +  ;.'M: 

*  p  1_2   C'A 


1  !^ 

•j,  du. 


(X'L 


.'R)j 


r)R 

dî 


/M;-^(X'L-^I.R)] 


dM 


■) 


+  (  X"  p.'  —  ix"  î  )  (  LM  —  R  2  ) . 

Telle  est  l'expression  de  la  courbure  géodésique  ;  on  voit  que  : 

La  coKibuie  géodésique  csl    une  Jonction  des   seules 
quantités  L,  M,  R,  de  leurs  délitées  et  de  )/,  [j.',  )/',  [x". 
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On  peul  déduire  de  la  formule  prccédenle  les  courl)ures 

géodési(|ues  des  lignes  coordonnées  |jL=:const.,  A  =  const. 

,  ,   .                           cosO)     cosOn 
(lue  nous  désignerons  par ~, -;  on  trouve 


V^LM  —  K 


;  cosO).  _       R       dL  i      dL  I     dR 

, ^  cosOy  H       dM  I       ÔM  I     aR 

pu.  aMv^M  àix        .^^M    dX        y/M  <^l^ 

On  peut  déduire  de  là  un  théorème  important,  parce  (juil 
|)eut  éviter  au  calculateur  des  recherclies  infructueuses,  et 
qui  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 


Théoukmi:.  —  On  ne  peut  pas,  en  général,  tracer  sur 
une  surface  donnée  deux  systèmes  de  lignes  géodésiques 
ijui  soient  orthogonales,  à  moins  que  cette  surface  ne  soit 
dé^eloppable. 

lin  eiiet,  si  1  on  suijoose  K  =  o,  —     -  ^  o  et =  o,  les 

formules  précédentes  deviennent 

—  =  o,        — ^-  =  o; 

la  fonction  L  ne  contient  donc  pas  m,  et  la  fonction  M  ne 
contient  pas  ).  ;il  en  résulte  que  l'on  peut  représenter  le  carré 
d'un  arc  ds-  tracé  sur  la  surface  par  une  formule^  telle  que 

ch-  ^f{A)dl-  —  /i (  iJ.)d[x-, 

ou  même  par  un  changement  de  coordonnées 

ds-  =  dk'  —  d'x-. 

Si  Ion  calcule  alors  la  courbure  totale  K  de  la  surface,  on 
trouve  K  =  o,  relation  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pour  une 
surface  développable,  puisqu'un  ravon  de  courbure  principal 
doit  être  infini  i  p.  loi). 
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XXI.  —  Nouvelle  expression  de  la  courbure  géodésique. 

La  formule  (a)  du  paragraphe  précédent 

cosô      -^  d^x  dx  -^  dx  dx      '^  d'^x  dx  ■^  dx  dx 

p~  ~ ^mi  ds-    d\  Zd  ds  d\x      .^  ds-  'd\s.  ^  ds  Ifk 


(ce)  ^LM^^^^S^=^ 


peut  s'écrire  comme  il  suit  :  en  appelant  i  et  y  les  angles  que 
lait  ds  avec  les  lignes  coordonnées,  on  a 


d'-x  dx 


d  x^  dx  dx       v^  dx    d   dx 
Àd  ds    ds  ûï 


^ds-^    dl        ds2dds    dl 

d'i/Lcosi        i/(^L-„  dï\.,    ,       dM     ,\ 

=  —ds ^[^^''--''d}: ^^'--àx  ^V 


et 


dx  dx 


V^  dx  dx         /—- 


donc  (a)  devient 


3os0 


y/LM  —  K2 

(P)    '[       =       /Mcosy 
—  y/L  cosi 


fZ/Li 


ds 


I  /r)L  ,,,       dR  ,,        dm   ,  ' 

À    -  H-   2    -TT-    À     \J.'  -, TK-    P-  - 


a  Kd! 


dk 
dK 


dl 


dJUcos/        i/dL,,,  àR.,    ,       dM     ,-■• 

— - — ; -,—  A  -  -)-  2  A   |X  H [X- 

ds  2  \  c/[j.  (^[JL  d\x 


On  remarquera  que  les  coefficients  de  y/M  cosy  et  y/Lcosi 
sont  les  premiers  membres  des  équations  des  lignes  géodé- 
siques. 

Cette  formule  se  simplifie  en  supposant  les  coordonnées 

orthogonales.  Alors  R  =  o,  y  =  -  —  /,  et  l'on  a 


cosô 

p 


I      .     .fd\/\.QO^t.        I   dh  .,^        I  t^M     ,^' 
'il  \         ds  1  d\  'j,   dl         y 


s/i 


y/M 


d\/Msini        i  àL  ^,_^       i   dM     ,., 
ds  2  dix  1  d\x 


EfTectuons  la  difi'érentiation  indiquée  et  observons  que  l'on  a 
cos;  =  v/LX',         sin  t  =  \/M  [j.'; 
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nous  aurons 


cosO  cli 

0  ds 


Or  cos- <  — -  siii-f  =  1  ;  donc 

LX'2-r-M{x'2  =  I 

cl,  en  divisant  [)ar^'LM, 


/E  ,,.,      ^    /M..,.,_ 


\/Âï'''-^\'   L   !^^  = 


rc([nalion  (v)  devient  alors 

cosO  _         di  I       /oh  , ,       <9.M     ,' 

Faisons  successivenienl  i-^^o,  i  =  ->  el  annelons      la  cour- 

bure  géodésique  de  la  ligne  ds\  appelons  —  et  —  les  cour- 
hures  géodésiques  des  lignes  coordonnées;  nous  aurons 

^  _        I        ()\.  \_ i_       dM 

par  suite  » 

I  di        I     /r-/        '     /,-;    r 

ou  encore 

I  di       cosi        sini 

Y  ^*"  Va  7  a 

formule  découverte  par  M.  O.  Bonnet  et  qui  permet  de  mettre 
les  équations  des  géodésiques  sous  la  forme 

di  J_  cost        sini 

ds  ~    7>,      '     Ya 
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XXII.  —  Théorème  de  M.  0.  Bonnet. 

On  peut  donner  de  la  courbure  géodésique  une  expression 

remarquable  due  à  M.  O.  Bonnet.  Si  l'on  désigne  par  dx, 

dy-,  d~-  et  par  o.r,  o}',  oz  des  déplacements  effectués  sur  la 

surface  dans  deux  directions  rectangulaires,  on  aura  évidem- 

,,               .            .             ,1            ,            '    ^  ■  •         cos6   , 
ment  1  expression  suivante  de  la  courbure  geodesique de 

la  courbe  dx^  dy,  dz 

cos6        d'-.r  ox        d^y  oy        ci'-z  o^ 
p  dx^    os    '     ds-    os         cls-    os 


ou 


(a) 


or  on  a 


cos  0       •^  d-  X  ùop  _ 
p      '^  2d~ds^   os' 


\^dx- =  ds-,  \^ox-  =  os^. 

Si  l'on  différentie  la  première  de  ces  formules  avec  la  carac- 
téristique 0,  on  a 

(  6  )  ^  dx  0  dx  =  ds  0  ds  ; 

si  l'on  différentie  la  condition  d'orthogonalité 

\^  dx  rjx  =  o 

avec  la  caractéristique  d,  on  a 

\  d-  X  o.r  -u  ^  dx  o  dx  =  o  ; 

en  vertu  de  (a)  et  (/>),  celte  formule  donne 

cos  0  0  ds 

p  ds  os 
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XXIII.  —  Théorème  de  Lamé. 

Supposons  que  AB(/ig^.  -)  représente  la  ligne  coordonnée 
p.  =  consl.  et  AD  la  ligne  coordonnée  A  =:^  const.,  supposons 
les  coordonnées  orthogonales  et  soient  DC  la  ligne  dans 
laquelle  se  change  AB  quand  u.  se  change  en  [jl  H-  Au.  et  BC 


celle  dans  laquelle  se  change  AI)  ([uand  ).  se  change  en 
A  ---  A),.  Par  les  |)oints  A,  B,  C,  D  menons  des  arcs  de  géodé- 
siques  tangents  aux  cotés  du  quadrilatère  ABCD  :  nous  for- 
merons un  octogone  géodésique  APB()CRDS  dont  les  angles 
seront  donnés  par  les  formules 

A  =  - ,  P  ^  t:  -  £),.  B  =  - ,         Q  ==  t:  -  ï„  -  A).e„, 

S),  et  Sa  désignant  les  angles  minima  que  font  les  tangentes 
géodésiques  en  D  et  en  B  avec  les  tangentes  en  A.  Expri- 
mons que  la  courbure  totale  de  notre  octogone  est  égale  à 
Texcès  de  la  somme  de  ses  angles  sur  douze  droits  ou  sur 
G- (p.  II."));  nous  aurons,  en  appelant  K  la  courbure  totale 
de  la  surface  en  A  et  S,  la  surface  ABCD 

Ur  on  a  S;a,=  -^-   s>.  =  — ^  en  appelant  -'a  et  -').  'es  ravons 
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de  courbure  géodésique  des  lignes  A  :=  consl.  et  ;jl  =  const. 
et  5u.,  Si  les  longueurs  de  leurs  arcs;  on  peut  donc  écrire 
l'équation  précédente 

T-   /rrr  r    /          ^    '^*"'J-    7-         ^   ''^•'^>    / 
K  1/  L.M  c/a  <^u  = ^  d/.  T-  ^ d-x 

d\    Ya  à'x    Y).      ' 

ou  bien 

rvr  I     r     7  <^    v/i^l  <^<^>*>  du.         0    Jh  d\  du. 

V  L.M  1\  f/A  c/'jL  =  —  ~ c:  _         1 c 

(^À  Y  a  du  Ya 

ou  encore 

■j.  /.M   CA   Y!^        u  \/L  ^."^  Y>.  t^À  «^l^ 

or  (p.  i35)  on  a  vu  que 

I    _        I        o»L  r    _  I        (?M 

7>.  ~  2L  y/M  <^!^'         Yu.  ~       2 -M  v/L   (^X  ' 

donc  la  formule  précédente  peut  s'écrire 

Tu.       Y>.       v/E(^X        v^M  (^H- 

Telle  est  léquation  de  Lamé  qui  doit  avoir  lieu  pour  que 
le  système  de  coordonnées  soit  orthogonal. 


XXIV.  —  Courbure  normale  et  courbure  propre. 

La  courbure  géodésique  s'introduit  bien  plus  naturellement 
dans  la  théorie  des  surfaces  cpie  la  courbure  ordinaire  ou 
propre  des  courbes  tracées  sur  ces  surfaces.  Toutefois,  si  l'on 
tient  à  calculer  la  courbure  propre  dune  courbe,  il  faut  cal- 

1  1  •      I  I  ,         1   .      •  ClK  f) 

culer  sa  courbure  tangentieile  ou  géodésique  — ^—  et  sa  cour- 
bure normale  ^-^:  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés 
de  ces  courbures  fournira  la  courbure  propre  -• 


DES  COOUUO.NNÉES  CURVILIGNES  SUR  U\E  SURFACE.   l3<) 

F^a  courbiii'e  normale  est  celle  qui  se  présente  tout  d'abord 
t[uand  on  veut  calcider  la  courbure  d'une  courbe  tracée  sur 
une  surface;  et,  en  eflet,  si  l'on  se  ilonne  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  tangente  à  cette  courbe  a,  b,  c  au  point  (x,y,  z-), 
les  cosinus  directeurs  a',  b',  c'  de  sa  normale  principale;  si 

l'on  appelle  /),  q  les  dérivées -^^  -—;  /•,  s,  t  les  dérivées  — -,^ 
'  '  '       '  Ox     Oy  Ox- 

du  :;  de  la  surlace,  o  le   ravon  de  courbure  de  la 


Ox  oy    oy^ 

courbe,  9  l'angle  que  fait  le  plan  osculateur  de  la  courbe  avec 

le  plan  tangent  à  la  surface,  on  aura 

.    .         a'  p  -+-  b'  q  —  c' 
sinO  —  ^ 


1  .  (  d'x     j,  d'Y       ,  d-z 

et,  en  observant  que  a  =  o  -,—  ,6=0  -j^,  c  =  0  -,— - 

^  »    as-  '     ds-  >    «5- 


d'-x  d-y        d-z 

sin  6  _  ^  ~d^  "^  ^  rf^  ~  ~d^ 

?  zrz  v//)2 ._  ^î  _  I 

ou,  en  obser\ant  que 


d-  X  d-  V        d-  z 

ds-  ds-         ds- 


on  a  finalement 


=-K^)'-^^Sè'-^'(ï)1 


sinO  _  I  V    f  dx\-  dx  dy         ( '^^y\'\ 

P      ~  ziz  y/i-^pi^qi  l\ds  )        "^^  ds    ds  \ds)   ]' 

/-?  I  I  1  sinO         .  ,  , 

U  est    donc    la   courbure  —;—  (jui   se   présente   quand   on 

cberche  -•  Cette  formule,  quand  on  v  fait  f)=o,  est  celle 

que  l'on  a  trouvée  (t.  II,  p.  ^58)  et  dont  on  a  fait  usage  pour 
l'étude  de  la  courbure  dans  les  sections  normales;  elle  con- 
tient la  démonstration  du  tbéorème  de  Meusnier. 
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La    courbure    normale    en    coordonnées    curvilignes    sera 
donnée  par  la  formule  Tp.  gg) 

P     ~  ^LM  —  R2 ( L X'2  —  2 R >.' -jr' _  yi  .j'-2  f  ' 

la  courbure  d'une  asymptolique  est  égale  à  sa  courbure  géo- 
désique,  celle  d'une  géodésique  à  sa  courbure  normale. 

XXV.  —  Torsion  géodésique. 

Soient  —  la  torsion  géodésique  d'une  courbe,  d~  ^  -=r  son 

angle  de  torsion;  d'I  l'angle  que  fait  la  normale  à  la  surface 
avec  le  plan  tangent  à  la  courbe  normale  à  la  surface  menée 
par  le  point  infiniment  voisin;  soit  enfin  h  l'angle  que  le  plan 
osculateur  à  la  courbe  fait  avec  le  plan  tangent  à  la  surface. 
Nous  avons  vu  que  (p.  0.5) 

d'h  =  d-z  -^  dO  ; 

nous   aurons  alors,  en  divisant  les  deux  membres  de  celte 

formule  |)ar  l'élément  d'arc  ds  et  en  observant  que  —  est  par 

j  '  p    • .  •        '     1  d'I 

deiinition  égal  au  rapport  — .'  , 

i  _  d:  _df) 
g        ds        ds 

En  appelant  a,  '^p,  -'  les  cosinus  des  angles  que  la  normale 
à  la  surface  fait  avec  les  axes,  nous  avons  trouvé  /p.  24) 

dx     dy     dz   [ 
(a)  dsd'l-        a.        3        Y       ; 

,    dT.     d'i     d-;   1 

est  ée;al  à  — ,_ ou —^  donc 

^  —  s/ LU  ^  Ri 


V^ 


dx  =     .     '^^^ -^p.d——  ' 

/LM  —  R2  ^LM  —  R2 
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Si  de  la  troisième  ligne  on  retranche  alors  le  produit  de  la 
seconde  par  ^^LM  —  li-  d 


j  on  trouve 


ds  d'b  = 


LM  —  U2 


j   dx      dv      dz 

P       P        P" 
dp     d[)'     dp 


or 


p 

p' 

p" 

dx 

ùz 
dî 

dx 

OV 

àz 

(lUi 

O'x 

0^1 

^//^  =  LM  -  R^ 


en  multipliant  membre  à  membre,  on  a 

I  o  I.  dl  -4-  R  d[x     R  dl  —  M  f/;jL   ' 

{^LM  —  W- y- ds  dii  ~         Zj^'  "  ^ 

ou  en  observant  (pie    X/^'  ^^  LM  —  K- 
■  (LM  —  lV)dsd-\> 


Or  on  a 


—  (^  L  ca  -T-  R  f/u  )  y  ^  f//?  -  ^  R  f/).  —  M  dix  )  y  ^  f//>. 


1^^^^-~1 


à-x  ■^      ^r-.r 

/>  -^-^  d/.  —  2ép  — ^  <A'j. 


(Tk  dix 
—  {r  d).  —  ni  d\x  ) , 


du.^     ' 


—  f/p  =  —  (l  dl  -7-  /•  d^x): 
dl     ^ 

la  formule  i  /-•  )  donne  alors 


(  LM  —  R-  )  ds  d'b  —       (  L  6?y.   H-  R  rf iji  )  (  /•  dl  h-  m  dix  ) 
—  (^  R  f/À  -+-  M  -^/iJL  ;  (  /  dl  -i-  /•  <r/fji  ;. 
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En  appelant  alors  —  la  torsion  géodésique,  on  a 


'        [l'HlR—Lr) 


(■21)      ff       LM-^  R2 

(  —  X'[jl'(/M  —  mL)^  ;ji.'2(/-î\I  —  mR)]; 

en  égalant  -  à  zéro,  on  retrouve  les  équations  des  lignes  de 

courljure.   En  prenant  les   lignes    de   courbure  pour  lignes 
coordonnées,  on  a 

en  appelant  alors  -^  c^  tt-  les  courbures  principales,  on  a 

Kl         Ko 


ou 


ou  encore 


ds^- 


=  ds,.dsj-l-         L.) 


(C) 


—  =  sin  i  cosi  i 

f   I 

I 

V  1^1  ' 

"  Rï 

Cette  formule  (c)  pouvait  se  démontrer  en  partant  de  la 
formule  (a)  et  en  supposant  que  l'on  ait  pris  le  plan  tangent 
et  les  sections  principales  pour  axes.  Le  calcul  est  très  simple, 
nous  nous  dispenserons  de  le  faire. 

La  formule  (c)  peut  s'écrire,  en  posant  a=-  (  — ~\, 

2  \Ri         R,/ 


{A )  —  =  a  sinai. 


La  torsion  géodésique  d'une  courbe  ne  dépend  donc  que 
de  l'orientation  de  cette  courbe  par  rapport  aux  lignes  de 
courbure  et  elle  varie  comme  le  carré  du  rayon  vecteur  d'une 
lemniscate  de  Bernoulli.  Si  l'on  observe  que  -  —  L  _l^  ^, 
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en  vertu  du  ihéoi'ème  de  Lancret,  on  voit  que,  pour  une  ligne 
géodésique,  c/O  étant  nul,  on  a 

I 

Donc  la  torsion  dhine  ligne  géodésique  ne  dépend  que 
de  son  orientation  et  varie  comme  le  carré  du  rayon  vec- 
teur d\ine  lemniscate  de  Bernoulli. 

La  torsion  d'une  géodésique  tangente  à  une  ligne  de 
courbure  est  donc  nulle. 

Donc  enfin  une  ligne  de  courbure  ne  ^eulèive géodésique 
que  si  sa  torsion  est  nulle:;  donc  : 

Pour  qu'une  ligne  de  courbure  soit  une  ligne  géodé- 
sique, il  faut  qu'elle  soit  plane,  et  cjue  son  plan  soit  par- 
tout normal  ii  la  surface. 

Enfin  on  voit  que  les  torsions  géodésiques  dans  deux 
directions  rectangulaires  ont  une  somme  nulle. 

La  formule  (A)  fournit  aussi  une  expression  remarquable 
de  la  torsion  d'une  ligne  asymptotique  ;  le  plan  osculateur 
d'une  asvniptolique  étant  tangent  à  la  surface,  on  a 

0=0,^/0=0 
et 

1   _   I 

en  sorte  que  pour  une  asvmptotique  comme  pour  une  géo- 
désique, on  a 


I  .       .       r 

=  =  a  sinit  =  - 
1  1 


^•"^'■(ï^-^)' 


mais  on  a 


\/Md<x  .       .  /nr,^,    , 

donc 
(B,  ^=/LTS(A__L)r,/: 
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mais  l'équation  des  asvmptotiqiies  est 
/À'-  -f-  m  \l'-  =  o, 

En  remplaçant  dans  (B  j  )/  et  ^'  par  leur  valeur  tirée  de  là,  on 
trouve 

L  ^  ^  v/MVf  K'^Iw  /j ^\  . 

•  I,  ,  /  I      m  1  /      -i 

et,  SI  1  on  observe  que  =-  =  --,—  =z  -— ,  on  a  iacuement 


T  ~  ~  V    R1R2 


XXVI.  —  Des  surfaces  applicables. 

On  dit  que  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre 
quand  on  peut  faire  correspondre  leurs  points  deux  à  deux, 
de  telle  sorte  que  deux  arcs  correspondants  infiniment  petits 
soient  toujours  égaux. 

Supposons  que  l'on  ait  tracé  sur  deux  surfaces  un  système 
de  lignes  coordonnées  :  soient)^,  ij.  les  coordonnées  curvilignes 
d'un  point  M  de  la  première  surface,  )/,  \x'  les  coordonnées 
du  point  M'  correspondant  de  M  sur  la  seconde  surface,  ds, 
ds'  deux  arcs  correspondants  passant  en  M  et  en  M'.  On  aura 
pour  ds-  et  ds'-  des  exj)ressions  de  la  forme 

ds^  -=  L  dl^-  -^  2  R  dX  d[x  —  M  (:/jj.2, 
ds'~  =  h' dV-  H-  1  W dh' d]j!  -7-  M'c/[jl'-, 

et  pour  que  les  surfaces  soient  applicables  l'une  sur  l'autre 
on  devra  avoir  ds  --=■  ds'  ou 

{\)    I.  t/À-i  ^  2  K  dl  dix  -,-  M  dix-  ==  L'  c/X'2   -  2  R'  dl'  d'x  -^  M' d'x''^ 

Mais  dire  que  les  points  M  et  M'  se  correspondent,  c'est  dire 
que,  iM  étant  donne-,  M'est  tlélerminé;  donc  on  doit  supposer 
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)/  et  [j/  fonctions  de  ).  et  iji.,  de  sorte  que  ds'-  peut  se  mettre 

sous  la  forme 

Li  rfX2  -t-  2  R,  dh  dix  -+-  I\I  1  (/[JI.2, 

en  prenant  pour  variables  \  et  [j..  Rien  ne  nous  empêche  alors 
de  supposer  les  quantités  >/  et  [j.'  égales  respectivement  à  ). 
et  à  [x  :  la  formule  (A)  devant  alors  avoir  lieu  quels  que  soient 
d)^  et  f/u,  il  faudra  que  l'on  ail 

L  =  L',         M  r=  M',         N  =  N'; 

réciproquement,  si  pour  deux  surfaces  les  éléments  ds-elds'- 
correspondants  afîectent  la  même  forme,  ces  surfaces  seront 
évidemment  applicables  l'une  sur  l'autre. 

Nous  avons  vu  que  l'expression  de  la  courbure  d'une 
surface  ne  dépendait  que  de  L,  M,  N  (p.  io3)  et  de  leurs 
dérivées;  il  en  résulte  le  théorème  de  Gauss  : 

Théorème  de  Gauss.  —  Pour  que  deux  surfaces  soient 
applicables  l'une  sur  l'autre,  il  faut  que  leurs  courbures 
totales  soient  les  mêmes  aux  points  correspondants. 

En  effet,  la  courbure  totale  étant  une  fonction  de  L,  M,  R 
et  de  leurs  dérivées,  si  l'on  observe  que,  pour  que  les  surfaces 
soient  applicables,  il  faut  que  les  L,  M,  R  soient  égaux,  il 
faut  que  toutes  les  fonctions  de  L,  M,  R  soient  les  mêmes 
dans  les  deux  surfaces,  et,  en  particulier,  il  faut  que  les 
courbures  totales  soient  les  mêmes. 

Mais  il  ne  suffit  pas  que  les  courbures  soient  égales  aux 
points  coiTCspondants  pour  que  les  surfaces  soient  appli- 
cables l'une  sur  l'autre. 

Théorème  II.  —  Pour  que  deux  surfaces  soient  appli- 
cables l'une  sur  l'autre,  il  faut  qu\ine  géodésique  quel- 
conque de  l' une  ait  pour  correspondante  une  géodésique 
de  Vautre. 

Ce  théorème  résulte,  comme  le  précédent,  de  ce  que  les 
géodésiques  ne  dépendent  que  de  L,  M,  R.  D'ailleurs  toute 
L.  —  Traité  d'Analyse,  Vil.  ro 
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ligne  minima  de  l'une  doit  être  une  ligne  minima  de  l'autre, 
puisque  toutes  les  lignes  correspondantes  doivent  être  égales 
entre  elles. 

Liouville  a  donné  de  la  courbure  totale  K  d'une  surface 
diverses  expressions  que  l'on  vérifiera  aisément  en  les  com- 
parant à  la  formule  générale  de  Gauss,  ou  en  les  calculant 
directement. 

i"  ds  étant  de  la  forme  L  dh-  -j-  M  d'^-, 

.      ,  d   /r        d   /ÂÏ 
K  = 


'(<j.  et  v).  désignant   les  rayons  de  courbure  géodésique  de 
|jL  =^  const.  et  \  =  const. 

2"  c/5  étant  de  la  forme  R  d).  d'j. , 


1     d'-  R 

I     ÔK  d^ 

^  H  àl  ô'x 

R-  Ol    à\x 

3°  ds  étant  de  la  forme  hdX-  - 

-da-^, 

K  =  -_^- 

d'-  v/L 

v/l    ^^^' 

4"  ds  étant  de  la  forme  A('/a-  -4-  d\x-), 

r     /ty-iog-V        (;)-logA\ 

Quand  A  =  const. ,  on  a  K  =  o  et  la  surface  est  développable. 


XXVII.  —  Méthode  pour  rechercher  des  surfaces  applicables 
les  unes  sur  les  autres. 

Soient  S  et  S'  deux,  surfaces;  soient  ).,  a  des  coordonnées 
curvilignes  relatives  à  la  première  surface,  )/,  pi'  des  coor- 
données curvilignes  relatives  à  la  seconde  ;  soient  ds  l'élément 
d'arc  tracé  sur  la  première,  d^  l'élément  d'arc  tracé  sur  la 
seconde;  soit  enfin  K  ■=^fÇK,  a)  la  courbure  totale  de  la  pre- 
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mière,  K' =:/'()/,  |jl')  la  courbure  totale  de  la  seconde;  soient 

enfin 

ds^--^Ldl^   ~2Rdldix    ^MdiJ.^-, 

ds'^  =  LV/)/2  ^  2  KdVdix  -r-  M'dii'K 

Pour  que  nos  deux  surfaces,  S  et  S',  soient  applicables  Tune 
sur  Tautre,  il  faudra  d'abord  que  ion  ait,  en  vertu  du  théo- 
rème de  Gauss,  R  =  R',  ou 

/(X,  .a)  =/'(>/,  1^'); 

cette  formule  ne  pourrait  pas  être  satisfaite  dans  le  cas  où  f 
se  réduirait  à  une  constante,  à  moins  que  /'  ne  se  réduise  à 
la  même  constante.  Nous  écarterons  d'abord  ce  cas. 

Prenons  alors  f  ^  f  pour  variable  indépendante,  et  sub- 
stituons cette  fonction  à  la  place  de  lune  des  variables  ).,  y.; 
en  d'autres  termes,  supposons  que),  soit  précisément  la  cour- 
bure totale  de  l'une  et  l'autre  surface.  On  pourra  écrire 

(a)  ds^  =  Ldl-^  -^iWdKdiJi  ^Md[x.^, 

(  3  )  ds'-^  =  LV/X2   -  2  R'dl  dii'-r-  MVjjl'-'. 

Maintenant  pour  que  nos  surfaces  soient  applicables  l'une 
sur  l'autre,  il  faut  que  Ton  puisse  exprimer  |ji.'en  fonction  de 
\  et  |j.,  de  telle  sorte  que 

ds  =  ds'; 
posons  donc 

,       d^i'  dix' 

au.  =  -V  tik  -h  -  —  au., 

la  formule  (|î)  deviendra 

\  OfJL  OÀ      ou./  \  0\L/ 

et,  pour  que  ds-  ■=  ds'-,  il  faut  et  il  suffît  que,  en  comparant 
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avec  (a),  on  ait 

■  ^         rx,  à'j.'        .,,  du.'  du.' 

^  \  ou. 


La  dernière  formule  donne 

t       V   M' 


la  seconde 


^f"'--        -T., 


^'^'  =  ^R-R'^^:M''^f^'-^-^ 


dL         \  d]x)  '  '      d]x  M'to 

la  première 

ou 

R  .  /Ivr  _  K  Vaï  V      ^ ,  R  /m  ' — R'  v/M 


c'esl-à-dire 


j 


Rm'-Rm 


Pour  que  rn  et  '|  puissent  être  regardées  comme  des  dérivées 
d'une  même  fonction  [jl',  il  faut  que 

ou  bien,  faisant  usage  de  la  lettre  d  pour  le  cas  où  A,  u.  et  d' 
sont  variables  indépendantes, 

cItïï         rlrTi  d<h  d'il 

«A         dix  dix        dix 
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on  n'aura  pas  besoin  de  recourir  à  cette  équation  (s)  si  (oj 

contient  u',  car,  en  le  tirant  de  là,  on  pourra  vérifier  si  -  '-  =  tts 

et  si  -^    — '}•  Si  (o)  ne  contient  pas  ix',  elle  sera  identique; 

(e)  devra  avoir  lieu,  on  en  déduira  \x'  et  l'on  verra  si  -^  =  ttj 

et  si  -^  =  <h.  Dans  ce  cas  les  surfaces  seront  applicables. 
c'a         '  "^^ 


XXVIII.  —  Étude  du  cas  où  la  courbure  est  constante. 

Nous  avons  vu  que,  sur  toute  surface,  on  pouvait  trouver 
un  système  de  coordonnées,  telles  que  la  courbure  put  se 
mettre  sous  la  forme 

,    ,  ,      I  I     /d-losA        d-loeA\ 

(a) 


sur  ces  surfaces,  on  a 

(b)  ds'-  =  X{dl'-  +  dii-^). 

V^oyons  à  quelles  conditions  la  courbure  ±  —^  sera  conslanle. 

Ce  cas  ne  pouvant  être  traité  par  l'analyse  précédente,  il  con- 
vient de  l'étudier  à  part. 
Si  l'on  fait 

X  -1-  [JL  y/—  1  =  u,  X  —  u.  / —  I  =  V, 

la  formule  (a)  devient 

.dMosA       _^    A 


(c) 


du  ôv  2  a- 


cette  équation  a  été  intégrée,  comme  il  suit,  par  Liouville 
{voirie?,  notes  à  la  Géométrie  analytique  de  Monge,  dernière 
édition).  On  pose 


^=  du' 
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la  formule  devient  alors 


ou^  en  intégrant, 


du  di>  du  2,a- 


aiogA    ,       6  .,    ^ 


y(c)  désignant  une  fonction  arbitraire.  Multipliant  par  •— ? 
il  vient 

d"-^    ,    e    de 


— -—  zt  — -  —  -+-f{v)  -,-  =  o 
du  dv        ia-  du       "  ^    '  (jn 


et,  en  intégrant, 


dv        4«  .'  \    ' 


F((')  désignant  une  nouvelle  fonction  arbitraire.  Soit  n5(p) 
une  solution  particulière  de  cette  équation  :  posons 


(d) 

nous  aurons 


ra(tO  —  'W, 


d>L  I 

Divisons  par  (]>-  et  posons  t|>  =  - ,  nous  aurons 

aa-  J        4  ^ 
On  peut  intégrer  cette  équation  linéaire,  et,  si  l'on  pose 


ou 


di> 


DES    CO  OU  DONNÉES    C  C  II  V  I  L  I  G  NE  S    SUR    UNE    SU  II  FA  CK.      101 

on  trouve 

C  =  [i.(a)-.r(.)]j;^, 

^{if)  désignant  la  constante  d'intégration. 
On  en  conclut,  en  vertu  de  (d), 

0  =  ct(p)- 


et 

Pour  que  A  soit  réel,  •!>  et  ^*  doivent  être  conjugués;  |)osons 
donc 

on  a 

W'{v)  cTk  —  d[±  \f^)  =  dt  —  f/3  v/^, 
et,  par  suite, 

*'( u)'^"(  v)(dl-^  -t-  <a2 )  ^  ^^2 -^  t/32 : 
la  formule  (/)  peut  s'écrire  alors,  en  prenant  le  signe  +, 

_    4â'2(rfa2-f-0?32)  I 

et  Ton  a 

(^)  ds^-='^{d^^--^d?ni 

si  l'on  prend  le  signe  — ,  on  a 

_  _  ^a^-{doL^--^d'i'-)  I 

(/j)  \/52=  ^  ((/a2- ^32). 

h-' 

Les  équations  (g)  et  (A)  montrent  que  les  surfaces  qui  ont 

même  courbure  constante  zh     -  sont  applicables  les  unes  sur 
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les  autres,  puisque  l'élément  ds  y  a  sur  toutes  la  même 
forme.  En  particulier,  toute  surface  dont  la  courbure  est 
positive  et  constante  est  applicable  sur  une  sphère. 

Parmi  les  surfaces  à  courbure  constante  se  trouve  une  sur- 
face remarquable  appelée  pseudosphère  :  c'est  la  surface  de 
révolution  engendrée  par  une  tractrice  (développante  de  chaî- 
nette) tournant  autour  de  son  asymptote.  Dans  cette  courbe 
le  produit  du  rayon  de  courbure  par  la  normale  est  constant; 
elle  engendre  alors,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  une  surface 
de  révolution  dont  les  rayons  de  courbure  sont  la  normale 
et  le  rayon  de  courbure  de  la  tractrice,  et  par  suite  dont  la 
courbure  est  constante. 

En  général,  les  courbes  planes  dont  le  produit  du  rayon 
de  courbure  par  la  normale  est  constant  sont  compliquées; 
leur  équation  renferme  des  fonctions  elliptiques,  comme  il 
est  très  facile  de  s'en  assurer. 


XXIX.  —  Quelques  propriétés  des  surfaces  à  courbure  constante. 

On  peut  parvenir  plus  directement  aux  résultats  obtenus 
au  paragraphe  précédent:  en  effet,  en  prenant  les  coordonnées 
de  Gauss,  on  a 

et,  en  exprimant  que  la  courbure  A"  =  — -  est  constante,  on  a 

I  à'-G  _ 
G  dr^   ^ 


et,  par  suite, 


G  =  A  cos  /■  \/k  -f-  B  sin  /-  /A". 


A  et  B  désignant  des  fonctions  de  H  seul.  Or,  pour  /•  =  o, 
G=  o;  car,  en  supposant  r  constant  et  infiniment  petit,  on 
a  ds  ^=  G  (/9  et  ds  z=  r  dH]  ce  qui  exige  que  G  =  /■  et  que, 
par  conséquent,  G  s'annule  avec  ;-.  La  formule  précédente 
donne  alors 

G  =  B  sin/'  y/^, 
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et  l'on  a 

rfs2  ^  clr2  -4-  B2  sin2  r  \fk  rfO^ 

=  sinV  v/âY— ^^^  -4-  B2  ^e2~ 


OU 


en  posant 


ds^=  sinVv/7:(rfa2-f-^/;32), 


sinr  y/X: 


Toutes  les  surfaces  ayant  même  A'  constant  sont  donc  appli- 
cables les  unes  sur  les  autres. 

Considérons  maintenant  une  surface  de  courbure  k  et  une 

sphère  de  rayon  —-■>  ces  deux  surfaces  sont  applicables  l'uue 

sur  l'autre;  un  triangle  géodésique  ABC  de  la  première  sur- 
face sera  donc  applicable  sur  un  triangle  sphérique  ayant  les 
mêmes  angles  A,  B,  C  et  les  mêmes  côtés  a\lk^  f>\  k,  c\/k; 
les  formules  de  la  Trigonomt'-trie  sphérique  s'appliqueront 
donc  au  triangle  géodésique  en  question,  et  Ion  aura 

sinav'^        sinb  \/k        sinc\/k 


sinA  siiîB  sinC 

Ces  formules  subsistent  lors  même  que  /.'  est  négatif,  c'est- 
à-dire  lors  même  que  les  rayons  de  courbure  sont  de  signes 
contraires. 

Nous  allons  en  donner  une  démonstration  tout  à  fait  géné- 
rale. A  cet  effet,  reprenons  les  coordonnées  de  Gauss;  le  ds 
de  la  surface  sera  donné  par  la  formule 

(a)  ds'-  =  dr'--^G-^d(i^, 

la  courbure  constante  A'  par  la  suivante 

I   d-^G 
^'  "  G  ^^  ' 

d'où  l'on  tire,  comme  plus  haut, 

(b)  G  =  Bsinrv/^. 
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y/A  pouvant  être  réel  ou  imaginaire  et  B  désignant  une  fonc- 
tion de  Q  ne  contenant  pas  r.  Enfin  l'équation  différentielle 
des  lignes  géodésiques  sera 

dcosi  _       dG  /dH\- 
ds  dr  \ds  J 

ou,  en  vertu  de  (b), 

(c)  — - —  =  B^  \/k  sinr  ^k  cosr  \/k  ( -r-j    ; 

les  formules  qui  donnent  i  deviennent 

,  „  dd        sin  i  sin  i  dr 

(a)  -y-  =  —7^  =  -^        —r  =  cosi; 

ds  G  Bsinry/X:  ^* 

en  vertu  de  ces  formules,  l'équation  (c)  des  géodésiques 
devient 

—   -j-  sin  i  =  i/k  sin-  i  cot  r  Jk 
ds 

et,  en  remplaçant  ds  par  —    ., 

—  di  \/k  dr 


ta 


ng'        tangr/X: 


L'intégration  donne 


sin  i  sin  r  y/A:  =  const.  =  sin  îq  sin  /-q  v  A", 

en  désignant  par  /'o  et  i'o  deux  valeurs  particulières  de  /■  et  i; 
on  trouve  ainsi 

.  .  sini         sinro  ^ k 

sin^o  ""   sin /-/A-  ' 

ce  qui  permet  d'énoncer  le  théorème  suivant  : 

Soient  a,  b,  c  les  côtés,  A,  B,  C  les  angles  opposés  d'un 
triangle  géodésique  tracé  sur  une  surface   à   courbure  . 
constante  :  on  a  les  relations 

4  si  n  a  \/~k  _  si  n  i  v'  A-  _  sine  v/Â" 

sinA  sinB  sinG 
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ce  qui  va   nous  permettre  d'écrire  les   formules  (/)  ainsi  : 
sin  /  sin/'o  sinO 


U) 


s'\nr^,\/A'        sinry/^        sinx/A" 


en  appelant  s  le  côté  oppose  à  Tangle  0,  cesl-à-dire  en  sup- 
posant que  /'o  corresponde  à  la  ligne  coordonnée  h  =  o. 
Reprenons  la  formule  (d) 

{h) 


"*        Bsiri/'/A         B  siiiTo  Z^' sin  t'o 
des  formules  [g]  on  lire 

sin-5  \'k        s'\n-r^j  v^A" 
en  divisant  alors  la  formule  (A)  jmr  celle-ci,  on  a 

d^     _         ds  sinrov^' 

sin-0  ■  sin25y/Â-  ~    Bsinio 
OU 

B  ^0  _        ds        sinrov/^' 

Nous  supposerons  ^  A  B  rr::  i ,  ce  qui   ne  diminue  en  rien  la 
généralité  de  nos  conclusions;  cela  revient  à  supposer 

ds-  =  dr-  H — --  sin-  r  \/A  d')-, 
/A- 

ce  à  quoi  l'on  arrive  en  prenant   pour  variable  I  B  dH  à   la 
place  de  &  ;  la  formule  (i)  devient  en  intégrant 

.  /-r  sin/-o  y/k 

cotb  —  cols  \J k  — : — : 1-  const, 

sin  tu 

ou 

cot6  sin  j'o  —  col  s  /A  sin  r^  \'  k  =  const. 

ou 

cos6sin?o        C0S5  i/A  sin  r„  V  A 
1 -^-  =  const. 

sin  9  sin  5  v/ A- 
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OU 

cosôsinri/^  —  cos  s  i/^  sin  rn  i/^ 

— —  const.; 

sins  /A" 

si  alors  on  fait  5  =  o,  ;■  :=  /'o?  on  trouve 

cos/'o  V  A:  cos  j'o  =  const. 
On  a  donc  finalement 

cot6  sinj'o  =  cols  '/k  sin  fo  yk  -r-  cos/-o  /X:  cos^,, 
ce  qui  établit  les  formules 

cota  y/Â  sin  6  y/A  =  cos  6  \/ k  cos C  -f-  sin  G  cot  A, 

lesquelles  jointes  aux  formules  (A)  permettent  d'établir  entre 
A,  B,  C  et  «  \jk,  b\^/k,  c\/k  toutes  les  formules  qui  ont  lieu 
entre  les  angles  et  les  côtés  d'un  triangle  sphérique. 

Bien  entendu,  quand  k  est  négatif,  les  lignes  trigonomé- 
triques  seront  remplacées  par  les  fonctions  hyperboliques  de 
même  nom. 

Une  remarque  avant  d'abandonner  ce  sujet  :  considérons 
la  formule 

cos  A  =  —  cosB  cos  G  -+-  sinB  sin  G  cos  a  y/A; 
si  l'on  y  suppose  B  =  C  ^  -1  elle  devient 
cos  A  =  cos  a  y/A. 

Si  k  est  positif  et  égal  à  ^j  on  en  tire  pour  a  une  valeur 

réelle;  sur  une  surface  à  courbure  positive,  il  existe  donc  des 
triangles  birectangles ;  en  d'autres  termes,  deux géodésiques 
perpendiculaires  à  une  troisième  se  rencontrent  toujours. 

Si,  au  contraire,  A"  =  —  R2'  ^^  formule  précédente  donne 

cosA  =  , 


d'où  l'on  ne  peut  tirer  de  valeur  admissible  pour  A,  le  pre- 
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micr  membre  étant  moindre  que  i,  le  second  plus  grand; 
donc  : 

Sur  une  surface  à  courbure  constante  négative,  deux 
géodésiques  perpendiculaires  à  une  troisième  ne  se  ren- 
contrent jamais. 

11  y  a  plus,  si,  dans  la  formule 

cosA  =  —  cosB  cosG  -4-  sinB  sin  G  cosct  /I-, 

on  fait  seulement  B=-,  il  faudra  que  C  ail  une  valeur 
moindre  que  -■,  pour  que  A  ait  une  valeur  réelle  quand  a  est 

donné;  il  y  aura  donc,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi,  un  angle 
de  parallélisme,  et  pour  une  valeur  donnée  de  a  un  angle  C 
limite,  séparant  les  gi-odésiques  rencontrant  la  perpendi- 
culaire en  B  à  a,  de  celles  qui  ne  la  rencontrent  pas. 

La  géométrie  des  géodésiques  sur  une  surface  à  courbure 
constante  négative  présentera  alors  une  grande  analogie  avec 
ce  que  l'on  a  appelé  la  géométrie  non  euclidienne,  c'est- 
à-dire  avec  la  géométrie  plane  de  la  ligne  droite  démontrée 
sans  admettre  le  postulaluin  d'Euclide. 

(J^oir  les  travaux  de  Bolyai  êl  Lobai chefskv,  analvsés  par 
M.  Houël  dans  les  Mémoires  de  l  Académie  de  Bordeaux, 
et  les  notes  de  la  dernière  édition  de  la  Géométrie  de 
MM.  Rouelle  et  Comberousse.) 

XXX.  —  Surfaces  applicables  sur  le  plan. 

Soient  a,  ^,  y  les  coordonnées  d'un  point  d'une  surface 
applicable  sur  un  plan;  x^y  les  coordonnées  du  point  cor- 
respondant du  plan.  En  égalant  les  éléments  d'arcs  tracés 
sur  les  deux  surfaces,  on  a 

dx^-  -h  fl?p2  _t_  df-  =  dx^-  -^  dy^-  ; 
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en  remplaçant  c/a,  d'^,  «r/y  par  leurs  développements  et  en 
identifiant,  on  a 

dx  J         \àx  J        \<i3c  J 
^   ox  oy        cix  ay        Ox  oy 

en  différentiant  ces  équations  par  rapport  k  x  elk  y,  on  trouve 

^  dy.  à-  y.  -^  dy.     d-  a 

j^  dx  ôX'  '         j^  dx  dx  dy         ' 


2 


/  doL     d^oL  doc  d^  a  N 

\  dx  dx  dy        dy  dx^ 


dx 
dx 

àyW 

■^  /  d%  d-  a         dy.     d^y.  \ 

^à  \  dx  dy'''        dy  dx  dy  )         ' 

^  da     d^a.  '^  doi  à^a 

.iW  dy  dx  dy         '         ^d  dy  dy''' 

Ces  équations,  convenablement  combinées  par  soustraction, 
donnent 

■^  dy  d'^y                   '^  dy     d'^oc  -^ 

^  dx  dx''  ~  '          ^  dx  dx  dy  ~  '          ^ 

•^  dy  d''  y                    •^  dy     d' y  ■^ 

^  dy  dx^  ~  '         ^  dy  dx  dy  ^  '         ^ 

Si,  pour  abréger  l'écriture,  on  pose 

,        ()r3.  Y)  r)rY,  a)  ^        d(y,l^) 

d{x,y)  0{x,y)  d(x,  y 

les  équations  précédentes  montrent  que 

B  =    -'^^    :  C 

dx  dy  '      ' 

B=   ?^;   :G 

dy'- 


d-'y 
dx^- 

dx- 

d'-y 

dx  dy 

dx  dy 

d'  y. 
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on  en  conclut 


dx^  '  dx  dy        dx-  '  dx  dy        dx-  '  dx  ôy' 

dy.     à'^     ày  ,  i  ,    •    ,  .  n        /-< 

par  suite,  -r— »  y^>  -p  ont  leurs  dérivées  proportionnelles.  Les 

quantités  dépendent  donc  d'un  même  paramètre  t;  on  voit 

d'une  façon  analogue  que  —  '       '   ,    sont  également  fonctions 

^y  '^y  ^y 

d'un  même  paramètre  /';   enlin  la   deuxième  équation   (a) 

montre  qu'entre  t  et  l'  il  existe  une  relation  :  donc  les  six 

i  >  •    >       dx  d-t         ,  /»       ,  •  17 

dérivées  -r— i  ••■>■—■  sont  lonctions  cl  un  même  paramètre  t. 
dx  dy  ' 


dx  d'( 

Or  on  a 


et,  par  suite, 


^        dx  (>^     ' 


dj_  _d^   dx  ^à^d'^  d'{  _  dj  di.  ^  d'(  à^ 

dx        dx  dx    '    d3  dx  dy        dx  dy    '    d?j  dy 

-~  el  -^  sont  donc  des  fonctions  d'un  même  paramètre  ou,  si 
dx       di  ' 

l'on  veut, 


?lja'^)=^' 

ce  qui  est  Téqualion  des  surfaces  développables.  Ces  surfaces 
sont  donc  les  seules  qui  soient  applicables  sur  un  plan. 

XXXI.  —  Théorème  de  Bour. 

Toute  sur/ace  hélicoïdale  est  applicable  sur  une  sur- 
face de  réi'olution. 

Toute   surface   hélicoïdale  peut  être  représentée   par  les 
équations 

(A)  a7=acoso,        j-  =  asin'^,         z  =  k'^ -t- ^{a); 

en  supposant  a  constant,  on  obtient  des  hélices.  Cherchons 
leurs  trajectoires  orthogonales,  et  soit  a  =  coust.  l'équation 
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de  ces  trajectoires;  prenons  ii  à  la  place  de  z>  pour  variable, 
nous  aurons 

do  .        do 

dx  =  da  coscp  —  a  sin  o  — ^  da  —  a  sin  o  — ^  du. 
'  '  oa  '  da 

r)o  do 

dv  =  f'?«  sinu  -^  a  coso  — ^  rfa  -^  a  coso  — ^  c?a, 
'  '  ôa  'ou 

do  do 

dz  —  k  ^  da  -^  k  —^  du  -i-  (!/'(« )c?a  ; 
da  du  T  \     / 

on  en  conclut  cette  expression  pour  l'arc  ds"^ 

/  do  \  2  /  des  \  2  do  ■ 

ij  ^^'(sà; -*■'(«'-  

do   do  do   do         .   do 

da  du  di 

■  do  \  2  /  do  \  ï 


r  /  do  \  2  /  do  \  2  do  "I 

ds^  =  da^\.-.a^{^j    --f^\t^)   -.6'Ha)-.A-y(a)-J 

[do   do  do   do  do  ~| 

«2  -^  -v^  -h  A-2  —  —  —  A-  —  <I^'(«) 
da  du  da  Ou  du  '         J 


Si  u  =  consl.  est  l'équation  des  trajectoires  orthogonales  des 
hélices,  il  faut  que  le  coefficient  de  da  du  soit  nul  ou,  comme 

do  .      , 

—^  ne  saurait  être  nul,  que 

du  ^ 

do 
(a2-f-A-2)  -^  -f-Â:«L'(a)  =  o: 
da 

on  déduit  de  là 

rk'\>'(a^da        ,,    ^ 

f  \a)  désignant  une  fonction  arbitraire;  dsr'  prend  alors  la 
forme 

ds'^  =  F(a)^a2-i-(a2  +  /:2)/2(a)(fa2, 

et,  si  Ion  fait 

J\u)du  =  d),         '/F(a)da  =  d7, 
on  a 

(a)  <:/52=  rf(T2-{-H(c7l£^02. 
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Mais,  si  l'on  considère  une  surface  de  révolution,  elle  peut 
être  représentée  par  les  équations 

X  =  rcosf),        y  =  rs'ind,         z  =  m(r), 


et  1  on  a 


Si  l'on  fait 


ds-  =  c/r-{i  -+-  tit'"-)-i-  r'-df)-. 
dr  y/i  -i-  GJ-  =  d<7, 


il  vient 

(p)  ds^-  =  d7'^+U{G)d(i'-; 

si  alors  on  choisit  w  (/■),  de  telle  sorte  que  n(o-)  =  H(a-'),  les 
valeurs  (a)  et  ([3)  de  ds  seront  les  mêmes  pour  la  surface 
hélicoïdale  et  la  surface  de  révolution.  Ces  deux  surfaces 
seront  applicables  l'une  sur  l'autre.  Donc  toute  surface  héli- 
coïdale est  applicable  sur  une  sur/ace  de  7-éi'olution.  C'est 
le  théorème  de  Bour. 

Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  considérons 
riiélicoïde  à  plan  directeur 

x  =  acoso,        jK  =  «sin9,         jz  =  A'Si, 

conoïde  engendré  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  i  hélice 

représentée  par  les  mêmes  équations,  où  a  est  constant,  et 

sur  son  axe  en  restant  sans  cesse  perpendiculaire  à  cet  axe; 

ici  Ion  a 

(j/  (  a  )  =  o 
et 

?  =/(."  •; 

par  suite 

ds^-  =  da'--i-{a^--^  A-2  )/'2  (  u  )  du'^ 

ou 

ds-  =  da-  -+-  (a-  -h  A  -  )  do-. 

On  appliquera  l'hélicoïde  en  question  sur  la  surface 
iF  =  /-coso,         y=:rsinç>,         z  =  m(/-), 

|)0ur  laquelle 

ds-  =  dr- ('  [  -^  ra'2  )  H-  r^ d^'^, 

L.  —   Traité  d'Analyse,  VII.  ii 
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si  Ton  prend 


da  =     , 

v//-2  —  A-2 


€t,  par  suite. 


—  ' \    I   — t—  UJ  yju  uj    y  f     t    —  ) 

v//-2  —  A-2  //-^  —  X:2 

TO  =  /: lo- ( /■  -^  /'■-  —  ^^'^) ; 
l'équation  du  méridien  z  =  nri  /)  devient  alors 
^  =  k  loi;'^/'+  v//'"^  —  A-)  4-  const. 
En  prenant  la  constante  égale  à  —  /.  logA",  on  trouve 


rhélicoïde  gauche  à  plan  directeur  est  donc  applicable  sur 
l'aljsséide  ou  surface  engendrée  par  une  chaînette  qui  tourne 
autour  d'un  axe  perpendiculaire  à  son  axe  de  symétrie. 

Un  calcul  semblable  montre  que  la  surface  hélicoïdale, 
engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  parallèle  à 
la  base  d'un  cylindre  de  révolution  et  en  rencontrant  tou- 
jours une  hélice  tracée  sur  le  cylindre  tangentiellement  au 
cylindre,  est  applicable  sur  un  hyperboloïde  de  révolution  ; 
dans  l'application  des  deux  surfaces  l'une  sur  l'autre,  les  géné- 
ratrices de  rhélicoïde  s'appliquent  sur  celles  de  l'hyperbo- 
loïde  ('). 

Enfin  il  est  à  peine  nécessaire  de  faire  observer  que  l'héh- 
coïde  développable  s'appliquerait  sur  un  plan. 


(')  On  verra  plus  loin  dans  la  théorie  des  surfaces  gauches  que,  si  deux 
surfaces  réglées  sont  applicables  l'une  sur  l'autre,  elles  le  sont  génératrice 
sur  génératrice. 
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XXXII.  —  Sur  la  construction  des  cartes.  —  Conservation  des  angles. 

Le  but  de  la  conslriiclion  des  cartes  de  Géographie  est  de 
donner,  sur  un  plan,  une  image  plus  ou  moins  ressemblante 
d'une  figure  tracée  sur  le  système  terrestre.  Ce  problème  esl 
un  cas  particulier  du  suivant  : 

Etant  donnés  une  surface  et  un  plan,  faire  corres- 
pondre à  chaque  p)oint  de  la  surface,  un  point  déterminé 
du  plan,  de  telle  sorte  que,  un  point  décrivant  une  ligne 
sur  la  surface,  le  point  correspondant  sur  le  plan  décrive 
aussi  une  ligne  ayant  avec  la  première  une  certaine  rela- 
tion donnée. 

Pour  établir  entre  un  point  M  du  plan  et  un  point  M'  de  la 
surface  un  mode  de  correspondance,  on  peut  se  donner  entre 
les  coordonnées  rectangulaires  x^y  du  point  M  et  les  coor- 
données curvilignes  A,  u  du  point  M'  deux  relations. 

Proposons-nous  de  déterminer  ces  relations,  de  telle  sorte 
(pie  les  figures  infiniment  petites  correspondantes  soient 
semblables  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  telle  sorte,  que 
les  angles  correspondants  soient  égaux  (c'est-à-dire  que  les 
angles  se  conservent);  les  éléments  infiniment  petits  corres- 
pondants devront  alors  être  proportionnels,  et,  par  suite,  on 
devra  avoir 

(  n  (  dx"-  ^dy-)  =  k(  L  dl'-  -r-  2  R  r/À  dix  -r-  M  d-x'-  k 

L,  M,  R  désignant  les  coefficients  du  carré  de  la  différen- 
tielle de  l'arc  de  courbe  tracé  sur  la  surface. 
Pour  résoudre  le  problème,  il  faudrait  poser 


\dx  J  dx  dx        "^      \  I 


dlV         .r.  àl  dix        .,./d<xY 
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et  l'on  aurait  ainsi  trois  équations  pour  déterminer  A",  "k  et  [j.. 
Jacobi  indique  la  marche  suivante  :  il  pose 

L  dl^-  -h  2  R  <rA  dix  +  I\I  rf;j(.2  =r  PQ, 
P  et  Q  désignant  deux  facteurs  conjugués,  et 

k  =  (a'^  b  s/—  i)(a  —  b  \l  —  i)  =  a-  ^b-; 

puis  il  décompose  l'équation  (i)  en 

dx  -{-  dy  v/ —  I  =  (  a  -i-  6  /—  r  )  P, 
c?a7  —  dy  / —  I  =  (  rt  —  6  / —  i  )  Q. 

Pour  résoudre  le  problème  proposé,  il  suffit  alors  de  choisir 
a  et  ^,  de  telle  sorte  que  a-\-  b  \j —  i,  soit  un  facteur  d'inté- 
grabilité  de  P;  a  —  b\j — ^i  sera  alors  un  facteur  de  Q  et 
l'intégration  donnera  deux  équations  entre  x,  y,  ).,  \j.. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  représenter  une  sphère,  le  ds- 
sera  de  la  forme 

dh-  -^  sin-À  d^x-  ; 

on  devra  donc  poser 

dx  -+-  dy  v/ —  I  =  (a  -{-  b  / —  i  ) (d)^  -h  \/ —  i  sin X  d[x), 
dx  —  dy  yj —  i  =  ( a  —  b  \l —  v)\(£k  —  \J —  i  sin X  d\x ) ; 

on  peut  prendre  a  -{-  b  \j —  i  ^=  ^^'  ^^  alors  on  a 

dx  -r-  dy  v/—  I  =    ■   '.   -1-  d[x  \J —  i 
ou 

^  -^ y  / —  '  =  lo»  t^i^ft  i  ^^  "^  !-*•  / —  '  "^  const.  ; 

on  en  conclut  tang|)>  =  ae-^,  )'  =  [j.  -(-  |j,  a  et  [j  désignant 
deux  constantes. 

Dans  ce  système,  dû  à  Mercator,  les  méridiens  et  les 
parallèles  sont  représentés  par  des  lignes  droites,  les  loxo- 
dromies  sont  représentées  par  des  droites.  Les  cartes  marines 
sont  construites  dans  ce  système. 
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Supposons  que  la  Terre  soit  considérée  comme  un  ellip- 
soïde à  trois  axes  inégaux 


a-    '    b-       c-        ' 

on  peut  satisfaire  à  cette  équation  (ro//*  t.  II,  p.  323)  au  moven 
des  formules 

—  A*^'  "^  ^'  *'  "^  "*"  '^^  "' 

—     /*  * '  "*"  ^'  "  *"  -^  K  '  ^'  " 
^  "y    (bi  —  c^-){b-2  —  a-^)  ' 

/(C--!-X)(C^-r-  lJi)C^  , 

V       '  ^'  —  «'-'(C- — b- >  ' 

on  trouve  alors 


4  il  ^  a^  ){l -\- ()-){}.  — c- )    '    4  (  ui -i- a-j(;jt -i- 6-;(  tji-i- C-) 
Le  facteur  d'intégrabilité  est  ^  et  Ion  peut  prendre 


/  À 

dx  -T-  (/y  i  —  1  =       i  /  — 7 — ; 1-, — ^ ;-  d\ 


-*-  1  / :; ■ — TTT r  f^l'A  V  —  '  ; 

\^    Cj.-^  a-){'x^  b-)([j.  — c- )     ' 

X  et  j-  s'obtiennent  alors  par  des  quadratures  elliptiques. 

XXXII.  —  Projection  stéréographique. 

Pourreprésenter  la  sphère  sur  un  plan,  nous  avons  vu  que,  si 
Ion  voulait  conserver  les  angles,  il  fallait  résoudre  Téqualion 

dx'-h  dy-  =  k-{dA-  —  sin^À  dii-) 

DU,  en  prenant  des  coordonnées  polaires, 

dr'-  -r-  r2 rf62  =  k'-{dl^-  -+-  sia^X  dix-). 

On  peut  prendre 

fl?6  =  d[x         ou         6  =  ;JL, 

dr  =  k  d).,         r  =  k  sinÀ  ; 
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d'où  Ion  tire 

dr 
r 

dl 

=    ^^            OU 

sinX 

/•  = 

lang-  /. 

sinX 

Alors  les  parallèles  sont  représentés  par  des  cercles  et  les 
méridiens  par  des  droites.  Il  est  facile  de  s'assurer  que  le 
mode  de  représentation  auquel  on  est  ainsi  conduit  est  une 
projection  stéréographique,  et  que  la  figure  plane  n'est  autre 
chose  qu'une  transformée  par  ra3'ons  vecteurs  réciproques 
de  la  figure  tracée  sur  la  sphère  :  le  pôle  de  la  transformation 
est  alors  à  l'un  des  pôles  terrestres. 


XXXIII.  —  Conservation  des  aires. 

Il  peut  y  avoir  avantage  à  conserver  les  aires  dans  la  repré- 
sentation des  surfaces.  Or  l'élément  d'aire  en  coordonnées 
curvilignes  est 

v/L  dA  /ÂTc/jj.  sin  6, 

h  désignant  Tangle  des  deux  lignes  coordonnées  en  \,  ij..  Or 
on  a 

.  R  •    n        •    A^'  -  R' 

cosO  = ■.         sinO  =  — 


v/lm  v/lm 


l'aire  élémentaire  devient  alors  y/LM  —  R-  d\  f/jji.,  et  les  aires 
sur  la  carte  seront  conservées  si  l'on  a 

dx  dy  =  s/^M  —  1\2  dl  d[x. 

L'aire  en  coordonnées  sphériques  a  pour  élément 

sin  X  c?X  dix. 

On  peut  prendrez  =  jji,y  :=  cosl^  les  méridiens  et  les  paral- 
lèles seront  alors  représentés  par  des  droites  :  ce  mode  de 
représentation  n'est  pas  employé. 

On  peut  prendre  des  coordonnées  polaires  dans  le  plan  el 
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placer  l'origine  au  point  qui  correspond  au  pôle  nord.  Alors 
on  de\ra  avoir,  en  appelant  /•  et  d  les  coordonnées  polaires 
du  point  qui  correspond  à  A,  ii, 

r  dfi  dr  =  sin  À  d'h  d^i., 

et  l'on  satisfera  à  cette  formule  en  prenant 

r  dr  =  sin  À  dl ,         c/O  =  dii 
ou  bien 

consl.,         0 


cosX  .    I  , 
—  2  sui-  A. 

•2. 

Ce  mode  de  représentation  est  appelé  projection  de  Lorgna, 
les  parallèles  sont  représentés  par  des  cercles  de  rajon  égal  à 
la  corde  qui  joint  le  pôle  à  un  point  du  parallèle,  les  méridiens 
sont  représentés  par  des  rayons  de  ces  cercles. 

XXXIV.  —  De  la  périmorphie. 

hape/'imorphie  est  un  mode  particulier  de  représentation 
des  figures  dans  lequel  un  point  est  donné  par  ses  coordon- 
nées relatives  à  trois  axes  rectangulaires  mobiles;  ces  trois 
axes  sont  Tun  normal  à  une  surface  dite  surface  de  réfé- 
rence, et  les  deux  autres  tangents  à  un  système  de  lignes 
coordonnées  tracées  sur  la  surface.  Ces  axes  sont  dits  axes 
instantanés. 

Le  système  est  supposé  d'ailleurs  rapporté  à  des  axes 
fixes.  La  périmorphie  a  surtout  été  étudiée  par  M^L  O.  Bon- 
net, Codazzi,  Laguerre  et  Ribaucour. 

Formules  fondamentales. 

Les  formules  fondamentales  ont  été  établies  par  MM.  O. 
Bonnet  et  Codazzi. 

Soient  a,  6,  c\  a',  h' ,  c'  ;  à\  b\  c''  neuf  cosinus  définissant 
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les  directions  des  trois  axes  mobiles  rectangulaires  O  x, ,  Oj', , 
O^,  par  rapport  à  trois  axes  fixes  Ox^  Oy,  Oz  passant  par  le 
point  O.  Soient  a;,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque invariablement  lié  aux  axes  mobiles  par  rapport  aux 
axes  fixes  et  Xi,  y^^  Z\  les  coordonnées  par  rapport  aux  axes 
mobiles;  on  aura  les  formules  connues 

I  a;  =  aa^i  -t-  a' y\  -j-  a"zi, 

(("))  <.y  =  bx^-^b'yi-^b"zi, 

(  z  =cxi-{-c'yi  -r-c"zi. 

Supposons  maintenant  les  neuf  cosinus  fonctions  de  deux 
paramètres  X,  [j.;  faisant  varier  ces  paramètres,  on  aura 

I   dx  =  Xi  da  -r-jKi  da' -\-  Zi  c/a", 

((2))  i   dy  ^=  Xidb —yidb' ^  Zidb" , 

(  dz  =  Xidc  -^ yi de' -\-  Zi de". 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  a,  la  seconde 
par  6,  la  dernière  par  c"  et  ajoutons-les;  désignons  par  du, 
dv,  dw  les  projections  du  déplacement  dx.^  dy,  dz  sur  les  axes 
mobiles.  Le  premier  membre  de  la  formule  résultante  sera  du, 
et,  en  observant  que  a  da  -^  bdb  +  c  de  est  nul,  comme  étant 
la  différentielle  de  a--]-  b-  -\- c-  qui  est  égal  à  un,  on  aura 

/  du  =  ^i(Qi<rA  -r-  Q2  0?[ji)  —  yi{^idX  -\-  W^d^i.), 

((3))  I  di>  =Xi{^idl-^K,_dix)  — Zi{Vid).   -^V^dii.), 

(  dw  =  yi{Vid\ -T-^id[x)  —  Xiif^^dX  H-Q2<3?H-j, 

en  posant,  pour  abréger, 

Pif/À  -1-  Pof/iJt.  ="-       a" da' -{-  b"  db'  -^  c" de' 
=  —  a'da" —  b'  db" —  c  de" , 

Qi  c?)i  -+-  Q2  d\L  =       a  da"  -T-  b  db"  -i-  c  de" 
=  —  a!'  da  —  b"  db  —  e"  de, 

Ri  d\  -+-  R2 du  =        a' da  -^  b'  db  -f-  c' de 
=  —  a  da'  —  b  db'  —  c  de'; 


(i\)) 


Ce  qui  donne  le  droit  d'écrire  ces  équations,  la  première  par 
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exemple,  c'est  que,  en  différentiant  la  rclatioa 

a!  a  -^  b'  b"  ^  c'  c  =  o, 
on  a 

a'da!'  —  b' db" -^  c' de' -\-  a" da  —  b" db  ^  c" de'  =^  o\ 
en  vertu  de  ((4)),  on  a 

a  da   —  b  db  —  e   de  =o. 


a'  da  —  b'  db 

a" da  -r-  b" db 


e' de  =      (RirfX -r- R2C?[x.j. 


par  suite, 


/  da  —  a'{^Yd'^ —  ^id\L)  —  a{(lid\ -T-Oid\L), 
db  =  6'(R,^X  -^  R^rffjL)  —  6''(Q,rfX  +  Qo^a). 
de   =  c'(  Ri  c^À  ^  R2<r/;ji)  —  c^Q,  dl  -r-  Qjf/a)  : 

t/a'  =  à' ( Pi  rfX  +  p2 c^iJi)  —  a  ( Ri  cD.  -4-  R2 c?jji), 

((11)         {   db'^b''{Vidl-^Vidu.)  —  b(KicD.^'^id[L), 

de'  =  c"(PifA  ^  Vid\L)  —  c(RifA  -f-  Rî^ji ;: 

da"  =  a{ÇlidA  —  Q^diJ.)  — a'(Pidl  -f-  P,dyi}. 
db''=b(qid\  -^Q,dix)  —  b'(Pidl-^Pid-^), 
de"=c{qidl  -T-C),d'^)  —  c'{Pidl  -^P,rfa). 

Les  quantités  P(,  Po,  Q),  Q2J  Ri?  R2  étant  connues,  ces  for- 
mules feront  connaître  les  neuf  cosinus.  Toutefois  ces  for- 
mules sont  aux  différentielles  totales  par  rapport  aux  neuf 
cosinus  et,  pour  obtenir  la  condition  de  leur  intégrabilité 
complète  (t.  VI,  p.  1 14)  il  faudra,  dans  les  formules 

^  (Ria'-  Q.a")  =  ^  (R,a'-  q,a"), 

remplacer  les  dérivées  partielles  de  a',  b\  .  .  .  par  leurs  valeurs 
tirées  de  ((5));  on  a  ainsi 


"■('f-t-^^Q.-Q.N 


(A) 


..^^_::^^P,R, 


\,  d-x 


P2R1        -O 
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équations  qui  reviennent  aux  suivantes 

(,6))  {^-^  +  R,P,-P,R,  =  o, 

Lorsque  les  formules  ((6))  seront  identiquement  satisfaites, 
les  formules  (A)  le  seront,  et  les  équations  ((5))  seront  com- 
plètement intégrables;  on  pourra  alors  choisir  les  constantes 
d'intégration,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

«2  4-  a!i  -\-  a"-  =  I .  bc  -i-  b'  c'  -{-  b" c"  =  o, 
b- -\- b'^ -T- b"^  =  i ,  ca -T- c' a' -{- c"  a"  =  o , 
c-  -+-  c'2  -!-  c"-  =  I  ;         ab  -+-  a'  b'  -+-  a" i"  =  o. 

11  suffira,  en  eftet,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  de  faire  en  sorte 
que  ces  équations  soient  satisfaites  pour  les  valeurs  initiales 
des  variables  rt,  b,  ...  ;  car  de  ((5))  on  tire 

a  da  -t-  a!  da'  -\-  a"  da  =  o 
ou 

a-  -\-  a''^  -\-  a"'^  =  const.; 
on  en  tire  de  même 

b  de  ^  b'  de'  -f-  b"  de"  -\-  c  db  ->v-  c'  db'  -{-  c"  de"  =  o 

ou 

bc -r-  b' c' -h  b"  c"  =  const. 

Ainsi,  en  résumé,  la  donnée  des  neuf  cosinus  peut  être  rem- 
placée par  la  donnée  des  six  quantités  P, ,  P2,  Qi,  Q2J  ^t 
R^,  pourvu  qu'elles  satisfassent  aux  formules  ((6)).  Ces  for- 
mules sont  dues  à  M.  Codazzi. 
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XXXV.  —  Second  groupe  de  formules. 

Supposons  maintenant  que  le  point  O,  origine  des  axes 
mobiles,  se  déplace  sur  une  surface  de  référence  pour  laquelle 
le  cls  soit  représenté  par  la  formule 

^4-  =  L  d\-  -h  M  d[x-, 

l'axe  des  Xi  restant  tangent  à  la  ligne  coordonnée  ja  =^  const. 
et  l'axe  dcs^,  à  la  ligne  coordonnée  A  =  const.,  l'axe  des  -S| 
coïncidera  avec  la  normale  à  la  surface.  Appelons  maintenant 
jc,  j,  z  les  coordonnées  du  point  O  par  rappoit  à  trois  axes 
fixes  ;  on  aura 

{   dx  =  a  v/E  fD.  -+-  a'  /.M  </;jt, 

'(7))  '  dy  ^^  b^dl-^  b'^M  d^, 

\  dz  =^  c  v/L  d\  -r-  c'  y/iM  d]x  ; 

les  seconds  membres  de  ces  équations  sont,  comme  Ion  peut 
s'en  assurer,  des  différentielles  exactes.  En  effet,  pour  qu'il 
en  soit  ainsi,  il  faut  que 

(m)  —  (a/Ey  =  4- faV-^ '. 

ce  que  l'on  peut  écrire 

ou  bien 

d'^x    _   d^-x 
âlâu.  ~  d\d\L' 

Ceci  nous  conduit  à  une  relation  d'identité  entre  les  quan- 
tités P, .  Q, ,  ....  La  formule  [m)  peut  en  effet  s'écrire 

d  v/L         ir  àa  ,  d  i/M  /—  àa' 
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ou,  en  remplaçant  —  ?  -y-  parleurs  valeurs  tirées  de  ((5)), 

"(^-^^•v/-Âl)-«'(^-R.v/L)-a"(Q2v/L  +  Piv/M)==o. 
Cette  formule  et  ses  analogues  donnent 

—  R2  v/L  =  o, 


((8))  i  d/M 


Q2v/C-^Pl\/M  =  0. 


Ces  identités  sont  encore  de  M.  Codazzi.  Les  formules  ((7)) 
intégrées  feront  connaître  la  surface  lieu  du  point  O. 


XXXVI.  —  Interprétation  des  quantités  Pi,  Qi,  Ri,  P2,  Q2,  R2 
On  a  [formule  ((4))] 
(a )  Pi  <iX  -r-  P2  ^;jt  =  a"  da'  -f-  b"  dh'  -i-  c"  de'  ; 


dx 


donc 


s/'Sldxx 


da!  =  -—  (  ..    ,     d\  -+-  — ^  d[x  )  -t-  o!  J^\  d  --=■, 
/.AI  \ày^àix  ()u2        /  ^yi 

(6)  ]  db'=~  (^  d\  +  Y?  d'^]  ^  b'  /M  d  -^, 

de'   =   — — :  (  -r— ^  dl  M r-^  d'X  ]  -i-  C'  i/M  C?  — ;=  • 

On  en  déduit,  en  vertu  de  (a),  en  multipliant  ces  équations 
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par  a" ,  h" ,  c"  et  en  ajoutant 

P,  d\  -i-  P,  dix  =  ~-  (y  a"  -^  dl  ^ya"  —  dix)  ; 


mais  on  a 


donc,  en  adoptant  les  notations  du  Chapitre  précédent. 

1    PjfA  ■+-  Podtx  =  (rdl  -^  mda), 

M  i/L 
((9)) 

I  QirfX  -+-  Q,da  =  — ^  (Idl  -f-  rdix). 
[  Ly/M 

Les  formules  (b)  donnent  aussi,  toujours  en  vertu  de  ((4))? 

—  R,  dk  —  Ro  d'x  =  >      -T ^  «/.  -h  — r  -^  d[x\  . 

-     '  ^LJ\i^\.(>Ac/;x  6\  0\x'^  ù\     ^j 

—  I    '^  Id-x  dx    ,,  d'X    dx    ,   \ 

on  en  déduit 
((lo))  RjfA  -1-  R.,rf;jr.  = J ('^  fl?X  -  ^  <a  1  ; 

alors,  en  vertu  de  ((9))  et  ((10)), 


ir 

r 
l 

L  y/iM 
'        2y/LM    "^^ 

I 
2  y/LI\l 

^Ol)) 


Ces  deux  dernières  font  déjà  partie  du  groupe   ((8)).   Les 
formules  ((6)),  en  vertu  de  ces  équations  ((i  i))  peuvent  alors 
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se  metlre  sous  la  l'orme 

(- 


dL         dm 

d    /     r     \         d    '     /      \  I  /       dL  dM\ 


àlJ-  V\/ML  '^I^  ^       ^^^  Vv/ML   f^^  y       ■'  LM  \/LM 

Ces  formules  se  simplifient  quand  r^^o,  c'est-à-dire  quand 
on  prend  pour  lignes  coordonnées  les  lignes  de  courbure  de 
la  surface  de  référence. 

XXXVII.  —  Troisième  groupe  de  formules. 

Appelons  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  par  rapport 
à  des  axes  fixes,  ^.  Tj,  Z,  les  coordonnées  du  même  point  par 
rapport  aux  axes  instantanés  définis  plus  haut,  œ,  y,  z  les 
coordonnées  de  l'origine  des  axes  instantanés,  on  aura 

'  X  =  37  -I-  aç  -i-  a'r^  -+-  a"Z, 
(«)  j   Y  =y-^b^^b'q  ^  6"Ç, 

'  Z  =  z  -^  c%  -i-  c'-r\  -f-  c"Ç, 

et,  en  différen liant, 

d\.  =  dx  ^  a  d\  +  a!  dr^  -+-  a"  d^  -\-  ^  da  -+-  r,  da'  -h  ^  da" , 

Si  l'on  multiplie  ces  équations  par  a,  b^  c,  et  si  on  les  ajoute, 
on  trouve,  en  appelant  du,  dv,  dw  les  projections  du  dépla- 
cement du  point  ç,  r, ,  ^  sur  les  axes  mobiles 

du  —  a  dx  -^  h  dy  -\-  c  dz  -^  d\ 

+  (  Qi  ^X  +  Q,  f/[Ji ) C  -  (  Ri  dl  -^  R,  dix  ) Tj . 

Ov  adx  -\~  b  dy  +  c  dz  est  la  projection  du  déplacement  de 
l'origine  sur  l'axe  instantané  des  x  :  en  vertu  de  ((7)),  il  est 
égal  à  y/L  d\  ;  on  a  donc 

(  du  =  v/i^  dl  -h  d\  -^  (  QicA  +  Qo  dix)X,  —  (  Rj  dl  ^  R,  dii)r„ 
((  1  3))  \  dv  =  y/M  offJL  -^  f/-fj  -^  (  Ri  d\  +  R2  f/^u)ï  —  (P,  d\  —  P,  r/a)  Ç, 
dw  =  f/^  —  (  P,  fA  -t-  P.,  d\j.yr,  -  (  Qi  rfX  H-  Q2  f/,u)  \. 
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En  verlii  des  formules  ((i  i)),  ce  groupe  se  transforme  dans 
le  suivant  : 


du  =     d\  (s/l  -4-  ^'':  —  l  — ^ 


((M)) 


dv   = 


dw 


■dix 
dl 


1        dL 
L  v/M    '     '  2  v/ï^  '^-'^ 


01 


y  ' ,    

dM 


\  'V  2v/L>l    '^A 


M  v/l. 


..\ 


dk     TY  +  -1  7^  -^-  ç  ^,-  , 


"K^.- 


M  v/L  1.  v/'VI 


.4  ces  formules,  on  peut  joindre  d'autres  formules  qui  font 
connaître  les  variations  des  coordonnées  d'un  point  fixe  de 
l'espace  quand  on  suppose  que  les  axes  instantanés  se  sont 
déplacés  infiniment  peu. 

Pour  obtenir  ces  formules,  on  différentie  les  formules  (//) 
en  laissant  X,  Y,  Z  constants;  on  a  alors 

o  —  dx  '\-  a  d\-^  a!  di\  -r-  a"  dX,  +  |  da  -t-  t)  da  -r-  Z,  da" , 
o  =  dy  -^  b  d\ -+-  b'  df\  -h  b"  dX,  -^\db  -^  r,  db'  h-  ;  db", 
o  ~  dz  -\-  c  d\  -r-  c'dq  -h  c"  dï^  -^\dc  -i-  t)  de'  -i-  t  de"  : 

(1(^11  l'on  tire,  en  multipliant  la  première  par  a,  la  deuxième 
par  b,  la  troisième  par  c  et  en  ajoutant, 

o  ^  a  dx  -7-  b  dy  -+-  c  dz  ^-  d\ 

—  7)  (Ri  fl?X  +  R2  c?|jL)  --  C  (  Qi  dl  ^  Q2  dix), 

o  =  a  dx  -+•  b'  dy  -+-  c'  dz  —  dr^ 

—  Ç (P,  rfX  -4-  P2  dix)—  \  ( R,  d\  ^  R2  <a), 

o  =  a"  dx  -\-  b"  dy  -\-  e"  dz  -h  dZ, 

—  t  (  QkA  ^  Q,  rfa )  -T-  r.  (  Pi  dl  +  P,  dix  ). 


(\n\cnV\niadx-{-bdy-^rcdz--^...  aumoyen  des  formules  ((;)) 
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et  remplaçant  les  coefficients  de^,T, ,  Ç  par  leurs  valeurs  ((9)) 

et  ((10)),  on  trouve 

O  =  V  L  OÀ  +  rtç    —  r\  r== r—  clk  -\ TV  du. 

2  v/LM  \       à]x  d\      "^ 


L  /M 
o  =  i/M  <r/[j.  -\-  di]  —  t —  (r  dl  -h  m  d\x) 

H ^=  {—  ^  dk^  -^  du. 

o  =  c?^  H — =  (  /  d\  +  /'  d\x  )  H '-—  (  r  cA  -f-  m  du), 

L  v/M  m  /i^ 


ou  encore 


,     /       ri        <m  rt 

dy 


s/lu  (^^       L/M 

((i5))  /  dri  =       dl  (  -^  H ^  -^  ) 


L/M        m  y/L/  '   VLv/M        M/L 


XXXVIII.  —  Recherche,  à  l'aide  de  la  périmorphie,  des  surfaces 
applicables  sur  une  surface  donnée. 

Je  rappelle  d'abord  ce  que  l'on  appelle  su/faces  appli- 
cables l'une  sur  l'autre.  Etant  données  deux  surfaces 

('')  f(.^,y,  ^)  =  o, 

{■>-')  F(^',  y,  ^')  =  o, 

si  l'on  établit  une  relation  arbitraire  entre  ^,  J^,  -3*,  x' ^ y' ^  z' , 
telle  que  S  :=  o,  on  en  déduira  x,  y,  z  en  fonction  de  x' . 
y,  z'  ou  vice  versa,  et  à  chaque  point  de  la  surface  (1'),  cor- 
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respondra  un  point  de  la  surface  (2');  si  alors  deux  arcs 
quelconques  infiniment  pelits  correspondants  sont  égaux,  on 
dira  que  les  deux  surfaces  sont  applicables  l'une  sur  l'autre. 
Ceci  posé,  la  surface  (1')  peut  être  représentée  par  trois 
équations,  telles  que 

.r  =  o('À,  ;i),         y  ^  yO.,  ;x),  ::  ==  '1(1,  a), 

et,  par  suite,  comme  x\  y',  z'  coordonnées  du  point  corres- 
pondant de  X,  )',  z  peuvent  être  calculées  en  fonction  de 
x,y,  z,  on  pourra  les  supposer  de  la  forme 

x'  =  'v'(X,  a),         y  =  ■/'().,  -JL),  ;;■  =  .•/'().,  -j.). 

Or,  en  appelant  cls  un  arc  de  courbe  tracé  sur  la  surface  (l'K 
on  a,  en  conservant  les  notations  déjà  emplovées, 

r/52  =  L  f/À2  -^  ■?.  R  dl  dx  ^  y\  d<j.^  ; 

1  arc  correspondant  à  cls  étant  désigné  par  cls',  on  aura 

^5  2  =  LV//.2  —  2  RV/À  dix  -4-  Mdx'^, 

L',  M',  K' désignant  pour  la  surface  (2')  les  quantités  analogues 
à  L,  M,  R.  Si  Ton  veut  que  ds^^cls\  quels  que  soient  les 
points  correspondants  (j:,  y,  z)  et  (x',y'^  z'),  il  faudra  que 
L  =  L',  M=iM',  R^R'. 

Ainsi  le  problème  qui  consiste  à  cliercher  les  surfaces  appli- 
cables sur  une  surface  donnée  revient  à  trouver  les  surfaces 
pour  lesquelles  L'  =  L,  M'=  M,  R'=  R,  ou,  si  l'on  veut,  pour 
lesquelles,  L,  M,  R  étant  données,  on  a 

yf  Ox\'-       ,  V^  Ox  Ox         ^  V^  / Or  \  2 

ou,  si  l'on  veut,  le  problème  consiste,  étant  donnée  une  solu- 
tion particulière  des  équations  (3')  aux  dérivées  partielles, 
trouver  les  autres  solutions. 

Pour  intégrer  ces  équations   (3'),  nous    allons    chercher 
l'expression  des  neuf  cosinus  «,  «',  a" ,  b,  b\   ...  ;  les  for- 
mules ((8))  de  la  page  \~i  donnent  d'abord  R,,  Ro  et  P,  ou 
Q2  en  fonction  de  L,  M,  en  supposant  R  1=  o,  ce  que  nous  pou- 
L.  —   Traité  d' Analyse,  VJI.  i3 
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vons  toujours  faire.  Les  formules  ((6))  de  la  page  i  -o  donnent 
alors  les  trois  autres  quantités  Q,  ou  P,,  Po  et  Qi  au  moyen 
d'une  quadrature. 

Les  quantités  P,,  P:»,  Qi ,  Qo,  R) ,  Ro  une  fois  calculées,  les 
équations  ((5))  de  la  page  169,  considérées  comme  des  équa- 
tions aux  différentielles  totales,  font  connaître  les  neuf 
cosinus  a,  «',  .  •  .  ;  enfin  les  trois  équations  ((7))  de  la  page  171, 
également  aux  différentielles  totales,  feront  x,y,  z  en  fonc- 
tion de  "k  et  |i.. 

En  résumé,  pour  trouver  une  surface  applicable  sur 
une  surface  donnée,  on  commencera  par  calculer  P,,  Pj, 
Q,,  Qo,  Ri,  Ro,  au  moyen  des  formules 

,    c^v/E  I    d^^X 

Q2v/ïï+p,v/m  =0, 

d\i.  dk 

d\t.         Oh 

puis  on  intégrera  les  neuf  équations  différentielles  totales 
suivantes  {de  telle  sorte  que  Von  aita--\-a!--r-a:'-=  i  . .  .): 

da  ^-  a'(Rif/A  +  R2f/;JL)  —  a"(Qi  dX  -^  QaO?;^), 


puis  les  suivantes  qui  feront  connaître  x,  y,  z,  et  résou- 
dront le  problème 

dx  =  a  fh  d'k  -4-  a  s/'Sl  d[x, 
dy  =  b\/LdX-h  b'  /ÂÏ  du., 
dz  =  c  fh  d\  -h  c'  y/M  d\t.. 
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EXERCICES  ET  NOTES. 

i.  Les  équations 

X  =  a  cosijL  sinX, 

y  —  h  sin  ijl  sin),, 

z  =  c  cos  X 

représentent  un   ellipsoïde  (les  lignes  X  =  const.,  |ji  =  const.,   sont 
conjuguées);  former  l'équation  des  lignes  de  courbure. 

2.  Les  équations 

X  =  bsn{'k,  A)dn(  |ji,  /), 
j'  =  acn(X,  ^)cn([jL,  /), 
^  =  adn(X,  /i)sn(!jL,  /), 
où 

c^  —  a^'  bHc-i  —  a^)' 

représentent  la  surface  de  l'onde 

T-  y^  z^ 


x'^ -f- j- ^  z- —  a-        x^  —  y^ -\- z'^  —  b'^        x^ -\- y"- ^  z^  —  c^ 

3.  Les  images  sphériques  des  lignes  de  longueur  nulle  sur  une 
surface  dans  laquelle  deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  de 
signes  contraires  sont  les  génératrices  de  la  sphère. 

(O.  Bonnet.) 

4.  Si  l'on  considère  les  surfaces  sur  lesquelles  l'élément  linéaii-e 
est  donné  par  la  formule 

du^        dv"- 

ds-  = i > 

u  V 

l'équation  des  géodésiques  est 

cos  A  3       /sinA^ 

Tir) -^(7^)  ='""='•■ 

i  désignant  l'angle  de  la  géodésique  avec  la  ligne  v  =  const. 

(Laguerre.) 
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5.  Les  équations 

X  =  a{l  —  a)"'(  ;jL  —  a)'", 

z  =  Cil  —  y)'"'  I^  ~  T)'" 

représentent  ce  que  l'on  appelle  une  sur/ace  té  traédra  le  :  on  propose 
de  trouver  les  lignes  asymptotiques;  a,  k,  b,  p,  c,  v  sont  des  con- 
stantes. 
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CHAPITRE  lY. 

DES  COORDONNÉES  CURVILIGNES  DANS  L'ESPACE. 


I.  —  Préliminaires. 

Si  l'on  considère  trois  familles  de  surfaces 

(x)       o{x,y,  z)  :^-l,         y{x,y.  z)^  \x.         ^{x,  y,  z)^  ^j, 

ces  surfaces  constiliieronl  tin  système  de  coordonnées  ciu- 
i'ilignes,  comme  il  a  été  expliqué  plus  haut;  en  ce  sens  que, 
quand  on  se  donnera  A,  a,  v,  on  tirera  des  équations  (a)  des 
valeurs  déterminées  pour  x,  r,  :;,  qui  seront  les  coordonnées 
des  intersections  de  trois  surfaces  particulières  des  familles 
en  question;  A,  [ji,  v  étant  donc  donnés,  un  certain  nombre 
de  points  de  l'espace  sont  simultanément  déterminés.  Réci- 
proquement, les  coordonnées  ordinaires  x^  y,  z  d'un  point 
étant  données,  ce  point  est  bien  déterminé  et  les  équa- 
tions (y.)  font  connaître  les  coordonnées  ciir^Hlignes  X,  [ji.,  v 
de  ce  point. 

Les  formules  (a)  sont  de  véritables  formules  de  transfor- 
mation de  coordonnées,  et  l'on  peut  concevoir  des  formules 
de  transformation  plus  générales  de  la  forme 

*(.r,  r.  ;;,  À.  ;jl,  v  )  =  o, 
X(  j-,  y,  z,  À.  n,  v)  =  o, 

^'(^.  JK:   ^,   X.    [X,    V)=0. 

Nous  allons  maintenant  établir  les  formules  propres  à  passer 
des  coordonnées  rectilignes  aux  coordonnées  curvilignes  et 
vice  versa,  dans  les  formules  qui  contiennent  des  dérivées 
partielles  relatives  aux  variables  a:,  y,   z,  ) ,  u.,  v.  Pour  le 
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numérotage  des  formules,  nous  emploierons  deux  notations; 
les  numéros  entre  parenthèses  renverront  à  des  formules 
du  Chapitre  précédent;  les  numéros  entre  crochets  se  sui- 
vront dans  tous  les  paragraphes  et  seront  relatifs  à  des  for- 
mules de  ce  Chapitre  seulement  ;  enfin  les  formules  dont  nous 
ne  ferons  usage  que  dans  un  même  paragraphe  seront  repré- 
sentées par  des  lettres  entre  parenthèses.  Cela  nous  permet- 
tra d'employer  une  notation  uniforme  dans  ces  Chapitres. 


II.  —  Transformation  des  coordonnées. 
Nous  poserons 

■ "~  'V'  ^-^  '^•^  _  n  '^  dx  dx 

2àà^d}:^^'     2àdïàa^ 


iddiJ.  dy  '  ^dy    dl        ^'  ^dl  àyi 

Nous  avons  les  formules  suivantes  (p.  92)  : 


dl   dx        dA   dy        dX  dz  _ 
dx  àl~^  dy  dX'^  dz  dl^^' 
dX  dx        dl  dy        dl  dz 
[2]  /  dx  dix        dy  d[i.  ~^  dz  dix         ' 

i  dl   dx        dl   dy        dl  dz 
f   dx  dy  "^  dy   dy     '    dz  dy  ' 


dx  dl        dx  dix 
dl  dx        dix  dx 

dx  dy 
dy   dx 

=  h 

dx  dl        dx  dtx 
dl  dy    '    dfx  dy 

dx  dy 
dy  dy 

=  0, 

dx  dl        dx  du. 
dl  dz        dix  dz 

dx  dy 

^  dy    ^■ 

=  0, 

[3] 


De  ces  deux  groupes  de  formules  on  déduit  les  suivants,  où 
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l'on  a  posé 
[4] 


[5; 


dix. 

Y,  z) 

t       d(X. 
A        d{x. 

a.  v) 

y, -y 

dr 

dx 
d]x  ~ 

^d{v,  l) 

d\y,  -3)' 

dx  _ 

d(X.  a) 

à{y,z)' 

Or 

diz,xy 

ày  __ 
d^i 

_^  d{^>.  X) 
d{z,  xi 

d(l,  \x) 
d(  z,  X)' 

ôz 

d(  IX,  'j  ) 
d(x,j)^ 

dz 

^  d('^,l) 

d(l,  |Ji), 
d{x,y)' 

dl 

_   «   à{y,  z) 

d\ 

I   d(z.  X) 

dl 

I  d{x.r) 

dx 

A  d{\i.,  V  1 

ày 

A  d{[i.  V  1 

dz 

A  diix,^)' 

dfX 

_   i   à{y,  z) 

d\x 

I   à(z,x) 

dix 

I     d(a",  T) 

dx 

A  d(v,  X)' 

ày 

A  d(v,  Xt' 

dz 

A  d(v,  X)' 

d'> 

I  d(y,  z  » 

d^i 

1   d( z,  X } 

di 

I  c)(j-,  y) 

dx 

~  A  dCk,^y 

ày~ 

A    C>(X,    UL)' 

dz  ~ 

A  d{l,  F>" 

Si  l'on  pose 
dl 


l7j 


sf^r-^'  2Cï/-^'  i(:xf='^ 

.^  dx  dx 


d'j.  &j         ,.             v^  d^/    Ok         ^            v^  ôk   d'j.         _ 
1),  > —  =  E,  > '     ==  F. 

^d  dx  dx  M^  dx  dx 


on  trouve,  en  formant  A-  et  —  par  la  règle  de  la  miilliplica- 
tion  des  déterminants, 

i  A'^  =  LMN-^2PQR  — LP2-  MQ^  — NR2, 

181  ■ 

'    ^  /  -^  ^  ABC  —  2DEF^  AD2  — BE2  -CF^. 


III.  —  Systèmes  orthogonaux.  —  Transformation. 

La  théorie  des  coordonnées  curvilignes  présente  de  grandes 
difficultés  que  l'on  élimine  en  partie  en  ne  considérant  que 
des  coordonnnées  orthogonales;  dans  ces  systèmes,  on  sup- 
pose que  les  surfaces,  qui  par  leur  intersection  déterminent 
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les  divers  points  de  l'espace,  se  coupent  orthogonalement  ou, 
si  l'on  veut,  à  angle  droit;  alors 

P,     Q,     R;         D,     E.     F 

sont  nuls  :  nous  supposerons  dans  la  suite  qu'il  en  est  toujours 
ainsi.   Les  formules  P:=io,   Q=:o,  R  =  o  peuvent  s'écrire 

^  d.r  d.T  ^  d:r  dx  ^  dx  àx 

De  ces  formules  et  des  premières  formules  [i],  à  savoir 

f°i  2(s)'='-  2(1)'=''-  im'=^- 

on  tire  (d'abord  de  [9]) 

dx  _  d(  V'  ^"l        ày  _  d(z,  x)        dz  _  dix,  y) 
dX   ■  «9(jji,  V  )  ~"  dl  '  d{yL,  V}  ^  àl   '   d{iJ.,  v)  ' 

puis,  faisant  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
numérateurs  et  des  dénominateurs,  en  vertu  de  [10],  on 
trouve  ces  rapports  égaux  à 

c'est-à-dire  à 

~  V    Mis' 

On  a  donc,  en  choisissant  convenablement  les  signes, 

dx        d( y,  z)      /  L  dy  _  d(z,  x  )      /  L  ^^  _  ^(^1  .V)     /  '- 

J).   ^   d(,a,  V)  V    MN'        ^  ^  d(|Ji,  V)  V    \ÏN'        djl  ~  d([x,  v)\/  M\' 

I 

W 


^]  àx  _  d(y,  z)      / jU_  dv  ^  d(z,  x)      /_\l 

^"m  ?ji  ~  d(v,  X)v  LN'  dij.  ~  û{'^,  A)  y  L^ 

_  à(y,  z)     /N~  ày  ^  d(z,  3^)     /"TT 

~  d{l,  |jl)v/  LM'  d-^        dC^,  ix)y    LM' 


dx 
d7 


d^ 

_  dix,  y)     /M 
d(v.  À)  \/    L\  ' 

dz 

dix,  y)      /  \ 
~  di\,  ^)V^    LM' 

d(X,    (X,  V) 


r)l            1     dx 
dx         L   d'/. 

tir 

1    oi)- 
~   L   d'i.' 

d). 
dz 

1     t^- 
L  dA  ■ 

d-x          1    dx 
dx     ~  M  ^' 

dy 

I     ()k 
M  d^' 

d'x 
dz 

M  dit' 

c^v           1    dx 
d?  "^   N  d7' 

di 
d\ 

1    d>- 
N  d,  ' 

d^> 
dz 

1    d5 
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Si  Ton   tire  des  formules  [i  i]  les  déterminants  partiels  de 
:r,  j',  z  relatifs  à  À,  ui,  v  pour  les  porter  dans  [6],  on  trouve 


•3J 


les  coordonnées  étant  orthogonales,  on  a  D,  E,  F  =  o,  c'est- 
à-dire 

,    ,  ,        "^  du  &/  s^  &i    d\  'V'  ^f^  ^l^ 

'        .m^dx  dx  ^  Ox  dx  ^  dx  dx 

et  les  formules  suivantes  comprises  dans  le  groupe  [7]  : 

l'^i  KM-'-  Sfi^y-"-  KSi^-^- 

Un  calcul  tout  semblable  à  celui  que  nous  venons  de  faire 
donne 

dl   _   d(  g.  V  )       / X  ^  _  d(^,   7)      /Â~  ^  _  ()(.u.  v)       /   r 

i  dx  ~  dir,  z)y    \iC'        ôf  ~  d{z,  x)\     B~;'        dz  ~~  0{x,  y)Y   ''''•' 

'  à^x  _   tJiv.  AI  B^  ();jL   _  ()(v.  À)       /IT  d'J.  _   d(y,  X)      /~B" 

j  dr  "  cy(  j-,  ^  »  y/     V.C'        t^r  ~  d(^,  x)y    BC'        c>^  ~  t'I,^,^)  V     -^^^'' 

f   O'j   __  d{l_.  UL)         TT  d>  _  d(À,  [x)     /TT  d-j  _  d(l.  ix)      /~C_  _ 

'r  "  d(7,  2)V    AB'        dr  ~  d{z,  x  )y    AB'        d^  ~  dix,y)y    AB  ' 

la  comparaison  de  ces  formules  avec  [5]  donne 


[•7] 


dx 

I    d\ 

dx             I      C^'JL 

dr         I     d'i 

Ol   " 

A  ~dx' 

dl        B  dï^' 

'&/  ~  'C,  Ox 

Or 

I    (>À 

dv         I    ()a 

Or         I     d/ 

OL 

A  ^-' 

^  ^  B  4r' 

"^  ^  G  57' 

Oz 

I     6l>. 

d^          I    du. 

d;:         1     d; 

5a  " 

A  Vz' 

â^  ""  B  ds' 

d/   "~  G  <^* 

la  comparaison  de  ces  formules  avec  [i3]  donne 

I 
G* 


[18]  L=l,         M  =  i,         N  = 
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IV.  —  Calcul  des  dérivées  secondes  des  coordonnées  à  l'aide 
des  dérivées  premières  de  L,  M,  N. 

DifTérentions,  par  rapport  à  ),,  a,  v,  les  formules  [9] 
et  [10]  :  nous  avons  dix-huit  formules  contenant  les  dix- 
huit  dérivées  secondes  des  coordonnées  x,  j',  z  par  rapport 
à  X,  p,  v;  ces  dix-huit  dérivées  pourront  donc  être  calculées 
en  fonction  des  dérivées  de  L,  M,  N.  \  oici  les  dix-huit  for- 
mules obtenues  en  différentiant  [9]  et  [10]  : 


■^  /  d-x    dx 


^      0-  r    ÔX 


[•9] 


d-  r    dx 

d-  X  dx 
ôX  di  (Il 
à-  X  ()x 
d'xO^t   ok 


d^x    Jx\ 
àld-i  d^ij 

0-r  dx 
d[xd)  ô'xj 
d-x  dx  \ 
Ihj-^  d'il) 
d-x  dr\ 
7)J  ~dv) 

d'^x    dx  \ 
dïdu.  ~&ï  I 


1 
1 

^^  /il-.r  dx  d-x     dx\      , 

^  \  ov-    dA  0\di    6v  J 

1 


—  o, 


■^  /  ')■-  X  dx 
2d  y  ~diJ  d-j. 


d-  X    dx  \ 


1  àL 

2  'àï 

1  ^ 

2  dl 


■1\ 

_  '^  dx 
\  1   d\   '~ Zd'éi   d\ à 


dx  d-  X 
ôî  IXi' 
dx    d-  X 
du  àld\x 


d'-  X  dx 
d\d\x  d[x 

d-x  dx 
dXdv  d[x 

1  c^ 

2  d^x 

i  '^ 

ï   d\x 

1  ()N 
1  d'x 


CLd[x  dis 
d-x  dx\ 
'd\>:-  'dî  ) 
d-  X  dx  ''• 
d'xdv   dA  / 


1 
-1 


dx    d-x 
dl   dld^x' 
dx  d^x 
dix  dix^ 
dx    d-x 
d^/    dwdit' 


1  ^ 

2  d'i 

I  d\] 


dx 


^dA  d. 
dx    d 

i   dN        ^sr^  dx  d 
2    dv 


\   d\\        ^  dx    0 
2    dv        ^à  d^x  à\ 

■^  ÔX 


On  peut  remplacer  le  système  [19]  par  un  autre  beaucoup 
plus  avantageux   :  d'abord  multiplions  la  première  par  i,  la 
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cinquième  par  i ,  la  dernière  par  —  i  et  ajoutons,  nous  aurons, 
après  avoir  supprimé  le  facteur  2, 

^  d-  X    dx 
ainsi  Ton  a  déjà  le  groupe  suivant  : 


[-12; 


dx     Ô^T 
'ôï   ÔÛ~&J 


o, 


dx    ô-x 
0\x  d\  dv 


dx    &-  X 


Ces  formules  démontrent  un  théorème  important  dû  à  Dupin, 
et  sur  lecjuel  nous  aurons  à  revenir;  si,  en  effet,  on  joint  à  la 
première  de  ces  équations  les  suivantes,  tirées  du  groupe  [9], 


dx  dx 

"âX  dZ. 


dx  dx 


,,•     •  dx     dv    dz 

on  a,  en  elmiinant  -r^-,  -■-»  -,  j 
oA     dk     dk 


[22] 


d^-x 

dïy 

d^Z 

d\Ld^ 

diL  dv 

c»|Jidv 

dx 
d^ 

d'^ 

dz 
d^i 

dx 

àr 

dz 

'&I 

C^; 

d^, 

ce  qui  exprime  que  les  lignes  u  =  const.,  v  =  const.  coor- 
données sur  la  surface  A  =  const.  sont  conjuguées;  comme 
elles  sont  rectangulaires,  il  s'ensuit  qu'elles  sont  lignes  de 
courbure;  donc  .' 

Lorsque  trois  familles  de  surfaces  se  coupent  ortho- 
gonalement,  elles  ont  pour  intersections  leurs  lignes  de 
courbure. 


En  tenant  compte  des  équations  [20],  les  équations  [19] 


l88                                                    CHAPITRE  IV. 

pourront  s'écrire,  absLraction  faite  de  celles  qui  ont  fourni 
le  système  [21], 

I   dM       -^  d-T  à.r  I   dN       -^  d-.r  ôt 

X    0-1        A^  c)ij.'-    c)v  1    d<^       ^ÊÀ  ô^i-    <j\x 

I   d\^       ■^  d'^'X  dx  1   d'Sl       '^  d'^x  dx 

~  ~1    Ou.    '^ ^ùV-    Ou.'  %    dl    ^^ ^  rj;j.2    0/.' 


Si  l'on  considère  les  formules  [20],  [21],  [28],  on  les  résoudra 
facilement  par  rapport  aux  dérivées  secondes  de  x,  y.,  z  en 
les  groupant,  trois  par  trois,  de  manière  que,  dans  chaque 
groupe,  il  n'entre  que  des  dérivées  avec  un  même  dénomi- 
nateur; on  a  alors,  en  tenant  compte  des  relations  [1  1  ]  et  [i  2], 
pour  simplifier  les  déterminants  fonctionnels, 

d'^x        \  I    i    ù\j   dx         \    dh   dx         I    dh  dx\ 


[^4] 


d^r        1   /  I   'd\j  dy  ï    dL   dv  i    dh  dy  ■. 

IfiJ  ~  2  \  L    dX  o'h  ~~  M  d\i.   dix  K    Ov    0^1  ) 

()2.r  _  1  /  I    dM  dx  I    dM  dx  1    dM  àx'^ 

d[x-  ~"  2  \  .M    ou  Ou.  N    Oi    O'i  L    d\    d\  I 


[25] 


d^x 
0\).  U't 

d'-x 
~(N~d}. 

\  1  i    dU  dx         I    d'S  dx\ 

i  /  i    d^  dx    ^    I    d\.  àx\ 
~  2  VN  "^X    d^  ^  L    dv"  d\)' 

d\y 
0\).  O'i 

I  /  I    dM  dy         I    dy<  dy\ 
~  2  \  M  "^  t/|ji        "N  ~dû.   &i  )'' 

En  difTérentiant  ces  formules  [24]  et  [20],  on  introduirait  les 
dérivées  secondes  de  L,  M,  N,  et  l'on  pourrait  encore  calculer 
les  dérivées  troisièmes  de  ^,  y^  s,  en  fonction  des  dérivées 
premières  et  des  dérivées  premières  et  secondes  de  L,  M,  N., 
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V.  —  Interprétation  de  L,  M,  N  et  de  leurs  dérivées. 

La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins,  ou  la  lon- 
gueur ds  d'un  arc  élémentaire  en  coordonnées  curvilignes, 
est  donnée  par  la  formule 


d.T 


dx 


OU,  en  vertu  de  [i], 

ds-  =  L  dl---  M  du.-  —  \  d^j-  +  2  P  <r/ij.  d/  h-  iQ  dl  d-j  -;-  2  R  d\  d'x  ; 

avec  des  coordonnées  orthogonales,  on  a  seulement 

ds'-  =  L  dl-i  ~  M  d^j.^  -+-  N  f/v2. 

Si,  dans  ces  formules,  on  fait  r/'x  =^  o,  dw  -=  o  ou  <x  =  const. , 
V  =  const.,  on  a 

ds'^=Ldl^-,         ds=^Ldk: 

doncy/L<:/A  représente  l'arc  de  courbe  jj.  =  const.,  v  ^^  consl. 
ou,  si  l'on  veut,  y/L  est  le  rapport  de  la  distance  de  deux  sur- 
faces )>  =  const.  infiniment  voisines,  les  coordonnées  étant 
censées  orthogonales. 

Dans  la  théorie  des  courbes  tracées  sur  une  surface,  nous 
avons  été  obligés  d'introduire  trois  déterminants  que  l'on 
exprime  facilement  à  laide  des  coordonnées  curvilignes  dans 
l'espace,  je  veux  parler  des  quantités  /,  /;«,  /•. 

Nous  supposerons  les  coordonnées  orthogonales,  et  nous 
poserons 

rP-.T  (P-y  <)-Z 

l/k^  ^  5X2 

_       dx  dy  àz 

''  ~      'dX  7k  dî 

f)T  i)y  dz 

d^  d\L  d\x 
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OU  bien 

d''-x  d{y,  ^)        d-y  d(z,  x)        d'^z  dix,  y) 
^^  (JA-   d{l,   [i)         Ok'   oÇa,   [i.;         OA'^   0{A,  iij 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  [i  i], 

_^d^x  dx     /'LM 

et,  en  vertu  de  [28], 
on  aurait  de  même 


LM 

dh 

IN 

d^' 

LM 

dm 

L'équation  (9),  qui  fait  connaître  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  correspondant  à  la  direction  f/*A,  d^-,  devient 
alors,  en  observant  que  /•  =  o,  R  ^  o, 

y/LM  _       ^         \  dv  d^j      ^  / 

P  2(L<:/X2-mM  ^[jl2)v/N 

Soit  pvX  le  rajon  de  courbure  principal  de  la  surface 
V  =  const.  correspondant  à  la  ligne  de  courbure  v  =  const., 
),  =  const.,  etc.  Cette  formule  donnera,  en  faisant  successi- 
vement r/[j.  =  o  et  «0.  =  o, 

I  I        dM  I  I        dL 


i   Pv).  ^Mv/N    à''  Pvp.  2Lv/lN'    àv 

j  J_  -  _        ■        à?i  j_  _  _        1        m 

\   pR  ~        aLy/M   '^l-^'  P|J.>.  ~        2^  /iVl    o>t^' 

d'où  l'on  tire  l'interprétation  des  dérivées  de  L,  M,  N. 

Pour  obtenir  le  rayon  de  courbure  d'une  ligne  de  courbure, 
on  peut  appliquer  le  théorème  de  Hachette  (p.  4^9,  t.  II),  en 
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vertu  duquel  la  courbured'nne  courbe  tracée  surdeux  surfaces 
uL^^consl.,  V  =  const.  est  la  résultante  des  courbures  des 
intersections  de  <^  =  const.  |)ar  le  plan  tangent  à  v  =  const., 
et  de  V  =  const.  par  le  plan  tangent  à  jjl  =  const.  Ici  les  deux 
plans  tangents  sont  normaux,  et,  le  rayon  de  courbure  de 
u  nr  const.,  V  =1  const.  étant  désigné  par  Rj;.,;,  on  a 


ou 


>8] 


Rriv 


1             1 

1 

I    r  I  /aLy     i  /àLY~\ 

D  après  Lamé,  —  et  —  sont  des  courbures  dites  conju- 

pv),  Pv(i. 

r  r  .II,.. 

giiees  en  surjace ;  au  contraire,  —  et  ^^ —  sont  dites  conju- 

P).v         pav 

guées  en  arc. 

Lame  a  donné  aux  dérivées 


1    û\. 

1         r^M 

1    d^ 

2  M-      ' 

le  nom  de  courbures  paramétriques  ;  elles  sont  égales  à 

d  — -  d  — -  d  —— 

v/L  v/M  \/N 


respectivement. 


OX  du.  (Jv 


VI.  —  Théorème  de  Dupin. 


Arrêtons-nous  un  instant  sur  le  théorème  de  Dupin,  que 
nous  avons  rencontré  accidentellement  dans  l'étude  des  for- 
mules de  transformation,  et  résumons  la  démonstration  de 
ce  théorème.  Trois  surfaces  étant  orthogonales,  on  a 


V^  ox 


dx  dx  •'^\  dx  ùx  V'  ^^  '^■^ 

=  o: 


d|jL         '         ^  d\   O'i         '         ^  d\  0\L 
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difTéren liant  ces  équations  respectivement  par  rapport  à  X, 

a,  V,  on  a 

V^  /    ô-x    ôx  i)-T    d.r\ 


()A  d't  0\x        ô\  d\i.   dv  / 
/  (T-x    i)r         ô^x    dx 

<)'- X    r)x  O-X    dx'^ 


o, 


■^      O-x    r)x         O-X    ax  , 

^  \0l  d'j  dix  "^  TûTô^j   d7.,'^' 

ajoutant  les  deux  premières  et  retranchant  la  dernière,  on  a 


■^    r)2  X     ôx 

2mi  dl  d'x  Ih   ^^' 


r^      >^•     •  dx    dy    dz  ,  .  ,        , 

hn  éliminant  — ?  -4-?  -y-  entre  cette  équation  et  les  deux  pre- 


dv      (h     (Jv 
mières  équations  (a),  on  a 


I     d'-x        d-\v        à'-. 


àX  c)[jL  dl  dix  dl  d[i 

dx  d V  dz 

iÂ           dX  ^ 

dx          dy  dz 

du.          dix  dix 


ce  qui  exprime  que  les  lig^nes  A=const.,  ^  =  const.  sont 
conjuguées  sur  la  surface  v  =  const.;  comme  elles  sont  rec- 
tangulaires, elles  sont  lignes  de  courbure,  d'oià  le  théorème 
suivant  : 

Théorème.  —  Trois  familles  de  surfaces,  se  coupant 
partout  ortlio<^onalemcnt,  se  coupent  nécessairement  sui- 
vant leurs  lignes  de  courbure.  (Dupi]\,  Développement  et 
applications  de  Géométrie,  Démonstration  géom.élrique.) 

Parmi  les  nombreuses  applications  dont  est  susceptible  le 
théorème  de  Dupin,  signalons  la  suivante  : 

Tout  système  de  surfaces  orthogonales,  transformé  par 
rayons  vecteurs  réciproques,  reste  orthogonal  après  la  trans- 
formation, et,  par  suite,  les  lignes  de  courbure  des  familles 
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considérées  ont  pour  transformées  les  lignes  de  courbure  des 
familles  transformées. 

Supposons  que  l'on  connaisse  les  lignes  de  courbure  d'une 
surface  S  :  cette  surface  fait  partie  d'un  système  orthogonal, 
à  savoir  les  surfaces  qui  lui  sont  parallèles  et  ses  normalies 
développables;  si  l'on  transforme  ce  système  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  on  voit,  d'après  ce  qui  précède,  que  les 
lignes  de  courbure  de  la  transformée  de  S  seront  les  trans- 
formées des  lignes  de  courbure  de  cette  surface  S. 

On  connaîtra,  par  exemple,  par  ce  procédé,  les  lignes  de 
courbure  des  transformées  des  surfaces  de  révolution,  des  sur- 
faces dévelop[)ablcs,  etc.,  et  des  surfaces  du  second  degré; 
mais  nous  reviendrons  sur  les  lignes  de  courbure  de  ces  der- 
nières surfaces  et  sur  celles  de  leurs  transformées. 

VII.  —  Conditions  pour  que  deux  familles  de  surfaces 
fassent  partie  d'un  système  orthogonal. 

Soient  A=  const.,  tx  =  consl.  deux  familles  de  surfaces  . 
pour  qu'elles  fassent  partie  d'un  système  orthogonal,  il  faut 
d'abord  que 

il  faut  ensuite,  d'après  le  théorème  de  Dupin,  que  leurs 
intersections  soient  des  lignes  de  courbure  de  chacune  d'elles. 
Je  dis  que,  réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies, 
il  existera  une  troisième  famille 

V  =  consl., 

complétant  le  système  orthogonal. 

En  elfet,  si  cette  troisième  famille  existe,  on  aura 

^^  d\L   d'i  ^^  ôX    rh 

voilà  deux  équations  aux  dérivée»  partielles  auxquelles  doit 

L.  —   Traité  d'Analyse,  VJI.  i3 
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satisfaire  la  fonction  v.  Les  conditions  d'intégrabilité  de  ces 
équations  se  réduisent  à  (t.  \I,  p.  1 14) 


0-^u.   â^) 


(^2  a     èi 


SIC 

'  c 
V  dx^  dx    '    dx  Oy  Oy 

cette  équation  peut  s'écrire 


dh 


d\ 


^  dx-  dx        dx  dy  dy        dxdz  dz]  dx 
d'-\   d^i  an     à^>         d^     à^\  d^il  _ 

dx  dz  dz  J  dx  } 


(P) 


n 


/d'-ix  dX  d-^    d\  d-'^    d\\ 

\  dx^  dx        dx  dy  dy 
fd^-l  du.         d^-l     da 


dx  dz  dz ; 
d'  X     dix  \  ~\  d'i 
dx 


d'J.  d'K     d\x\  1  dv 

— ! ]   \ =  O. 

dy        dx  dz  dz  /  \  dx 


\dx-  dx        dx  dy  dy 

Or  on  a,  en  différenliant  ('/.), 

d^-ix  dl         d^-'x    dX         d-i'x    dl        du  d^ 
dx-  dx        dx  dy  dy        dx  dz  dz        dx  dx'^ 


=  o; 


■  15  1  •.  ^      j    ■         r  .        dv     d'J    à-/ 

SI  I  on  remplace  ensuite,  comme  cela  doitse  laire,  -—?  —,  ^r-par 
'■  dx    dy    dz*^ 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  à  intégrer  ou,  ce  qui  revient 

,  •17  1  (9v      d'i     d't  ,  , 

au  même,  si  1  on  remplace  y-?  ^   y  y  par  les  valeurs  propor- 

,,       d(ix.  À)     diix,  X")     diu.,  l)  ,  ,.  .         ,,.      , 

tionnelles  — ■ >  -— ^ 1  -r— ^ >  on  a  la  condition  d  inte- 

(J{J,  ^)    d{z,  X)     d{x,y) 

grabilité  sous  la  forme 


àl 

dx 

dix 

dx 

... 

à^  dix         d'-l     dix 

d'-l     d'x 

dx-  dx        dx  dy  dy 

dx  dz  dz 

Odu.     d<x     d'x  .  I  ,,  ' 

r  y-j  -y-,  -p  sont  proportionnels  aux   composantes    d  uu 

déplacement  normal  à  la  surface    a  =  const.   effectué,   par 
conséquent,  sur  la  surface  X=^  const.  ;  en  remplaçant  donc 


DES    COORDONNÉES     CURVILIGNES     DANS     l'eSI'ACE.        ig5 
d\X     d^x      fh).  ,  j  , 

-y->  -y-j  -y-  paF  clx .  cly.  az.  on  a 
dx    dy    dz  ^  '     ^  '        ^ 

\  d\_  d\  d\  \ 
I  ôx  dy  dz  I 
I     dx        dy        dz     ,  ~  o  : 

l^'ôi     ^ôj^     ''ô-z\ 

c'est  l'équalion  aux  lignes  de  courbure  (p.  i5)  de  la  surface 
A=  const.  La  courbe  normale  à  l'interscclion  des  deux  sur- 
faces )v=const.,  jji^  const.  doit  donc  être  aussi  une  ligne 
de  courbure  des  deux  surfaces  A=:const.,  m.  =  const.  pour 
que  la  surface  v  =  const.  orthogonale  existe.  On  peut  donc 
énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Pour  que  deux  familles  de  surfaces  ortho- 
gonales fassent  partie  d'un  système  triple  de  surfaces 
orthogonales^  il  faut  et  il  suffit  que  les  surfaces  données 
se  coupent  suii'ant  leurs  lignes  de  cou/bure. 

Remarquons,  en  passant,  que  le  théorème  précédent  con- 
tient implicitement  le  théorème  de  Dupin.  ce  qui  constitue 
une  seconde  démonstration  de  ce  thtorème  important. 

Lorsque  Ton  connaît  deux  svslèmes  de  surfaces  se  coupant 
suivant  leurs  lignes  de  courbure,  il  est  bien  facile  d'en 
déduire  la  troisième  famille  constituant  avec  ceux-ci  un  sys- 
tème triple  orthogonal.  Le  calcul  se  ramène  à  l'intégration 
d'un  système  de  deux  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  linéaires,  cest-à-dire  en  définitive  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  aux  différentielles  totales  à  trois  variables, 
opération  qui  n'exige  que  l'intégration  d'une  équation  diffé- 
rentielle ordinaire  du  premier  ordre.  Il  est  malheureusement 
fort  difficile  de  trouver  des  surfaces  se  coupant  suivant  une 
li^ne  de  courbure  de  chacune  d'elles. 
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VIII.  —  Conditions  pour  qu'une  famille  de  surfaces  fasse  partie 
d'un  système  orthogonal.  —  Théorème  de  M.  0.  Bonnet. 

La  recherche  d'un  sytème  de  coordonnées  orthogonales 
est  une  chose  en  général  très  difficile;  il  y  a  plus,  étant  donnée 
une  famille  de  surfaces  v  =  const.,  il  n'est  pas  toujours  pos- 
sihle  delà  comprendre  dans  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes orthogonales. 

En  efl'et,  si  elle  pouvait  faire  partie  d'un  tel  système,  elle 
serait  rencontrée  par  les  deux  autres  familles  suivant  ses 
lignes  de  courbure.  Soient 

dx  __  dy  _  dz 


les  équations  d'une  de  ces  lignes;  elles  devront  être  normales 
au  déplacement  ox^  ùy,  oz  effectué  sur  une  autre  surface  du 
système  orthogonal,  jjl  =^  const.,  on  devra  donc  avoir 

dx  Sx  -+-  dy  oy  -\-  dzctz  ^=  o 

ou,  en  vertu  de  (a), 

(  P  )  uox  -T-  voy  '\-  WQZ  ^^o. 

Cette  équation  ne  saurait  avoir  lieu  que  s'il  existe  une  cer- 
taine condition  d'intégrabilité  entre  a,  v^  w]  ainsi  elle  ne 
déterminera  pas  généralement  z  en  fonction  de  a:,'  y\  en 
d'autres  termes,  la  surface  [j.  =  const.,  déterminée  parla  con- 
dition d'être  normale  au  faisceau  des  lignes  de  courbure  des 
surfaces  v  =  const.,  n'existera  pas  toujours. 

La  condition  d'intégrabilité  de  la  formule  ([3),  ou  la  con- 
dition d'existence  de  la  surface  ^x  =  const.,  est 

,    ,  f  ôv        ôa'\  / On>        au  \  [du        dv\ 

^^^  '\-Jz-  ùi)-^'\-ô,-  -  dz)-^  ''\jy-  Tx)  =  ''- 
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Maintenant  je  dis  que,  si  cette  équation  est  satisfaite,  la  troi- 
sième surface  ).  =  const.  existera;  et  que,  si 

r/.r        dv        dz 

u  v'  w' 

cl(''signcnt  les  équations  de  la  seconde  ligne  de  courbure,  l'é- 
quation 

u'ox  -+-  v'oy  -^  w'Zz  =  o 

sera  également  intégrable;  et,  en  effet,  deux  surfaces  p.,  v 
orthogonales  existant  et  se  coupant  suivant  une  ligne  de 
courbure  de  v  =  const. ,  cette  ligne  sera  ligne  de  courbure  de 
jj.  =  const.,  et  la  troisième  surface  se  trouvera  en  appliquant 
la  méthode  développée  au  paragraphe  précédent. 

Ainsi  donc,  et  c'est  en  cela  que  consiste  le  théorème  de 
M.  O.  Bonnet  (donné  en  1862)  : 

Théorème.  —  Pour  (ju  une  famille  de  surfaces  fasse 
partie  cV un  système  orthogonal,  il  faut  et  il  suffit  quil 
existe  une  relation  (y)  entre  les  coefficients  des  équations 
des  lignes  de  courbure.  Cette  relation  est  une  équation  aux 
dérivées  partielles  du  troisième  ordre  à  laquelle  doit  satis- 
faire le  prem.ier  membre  v  de  l'équation  v  :^  const.  de  la 
famille  donnée. 


IX.  —  Théorèmes  de  M.  Maurice  Lévy. 

ÏHÉoKÏEME  1.  —  Soit  M  un  point  d'une  surface  S  appar- 
tenant à  une  famille  donnée;  soient  MT,  ef  xMTo  les  tan- 
gentes aux  lignes  de  courbure  de  cette  surface  passant 
en  M.  Soit  M'  le  point  où  la  normale  MT  rencontre  la 
surface  S'  de  la  famille  considérée,  infiniment  voisine  de 
S;  soient  M'T,'  et  M'T^  les  tangentes  aux  lignes  de  cour- 
bure de  S'  passant  en  M':  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  la  famille  considérée  fasse  partie  d'un 
système  orthogonal  est  que  les  tangentes  MT,   et  M'T,'  se 
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rencontrent  quand  on  néglige  les  infiniment  petits  du 
second  ordre;  si  d^ ailleurs  cette  condition  est  remplie, 
MTo  et  M'To  se  rencontreront  également. 


Si  le  système  orlhogonal  existe,  il  est  bien  clair  que  MT, 
et  M'T',  se  rencontreront,  ainsi  que  MTo  et  M'T'^  ;  car  la 
ligne  MM'  sera  une  ligne  de  courbure  commune  aux  surfaces 
normales  à  S,  en  vertu  du  théorème  de  Dupin;  les  noinnales 
à  l'une  des  surfaces  orthogonales  à  S,  MT,  etM'T, ,  le  longde 
la  ligne  de  courbure  MM',  devront  donc  se  rencontrer  en 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre.  Je  dis 
maintenant  que,  si  les  seules  lignes  WT\  et  MT,  se  rencon- 
trent, le  système  orthogonal  existera. 

En  effet,  considérons  la  trajectoire  orthogonale  de  notre 
famille  de  surfaces  et  supposons  que  l'une  des  lignes  de 
courbure  jx  =  const.  se  déplace  en  s'appujant  sur  la  trajec- 
toire :  elle  engendrera  une  surface,  dont  l'équation  pourra 
être  représentée  par  [j.  =  const.;  nous  allons  prouver  que  sur 
cette  surface  les  directions  v  =  const.  et  X  ^  const.  sont 
conjuguées,  cette  dernière  étant  celle  de  la  trajectoire  MT,  si 
cette  trajectoire  est  orthogonale;  ).  =  const,,  v  =  const.  seront 
des  liçrnes  de  courbure  de  a  =  const. 

Or  l'équation  de  la  tangente  à  jx=:  const.,  v  =  const. 
est 

\-X         Y—y_Z—z 


ox 


et,  pour  que  cette  droite  rencontre  la  tangente  à  [j.  =  const. 
V  -h  f/v  =  const. ,  il  faut  et  il  suffit  que 


dx 

dï 

ày 

dz 
dï 

dx 

dy 

dz 

"cÂT 

dw 

^ 

d-x 

dldv 

d'^z 
dld^ 
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c'esl-à-dire  que  les  lignes  ).  =  consL,  v  =^  const,  sur  la  sur- 
face [JL  =  const.  soient  conjuguées,  ou  lignes  de  courbure, 
|Hiisqu'elles  sont  orthogonales. 

Les  deux  surfaces  ).=  const.,  v  =  const.  étant  orthogo- 
nales et  se  coupant  suivant  une  ligne  de  courbure  de  chacune 
d'elles,  il  existera,  comme  on  la  vu,  une  surface  [x  =  const. 
complétant  le  svstème  orthogonal.  c.  q.  f.  d. 

(  \  oir  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des 
Sciences,  iSyo,  comment  M.  Cayley  a  profité  du  théorème 
de  ÎM.  Lévy  pour  écrire  l'équation  du  troisième  ordre  de 
M.  O.  Bonnet. ) 

THÉouiiME  11.  —  Pour  qu  une  famille  de  surfaces  fasse 
partie  d'un  système  orthogonal,  il  faut  que  le  lieu  des 
ombilics  des  surfaces  individuelles  dont  elle  se  compose 
soit  une  courbe  normale  à  ces  surfaces. 

Ce  théorème  est  presque  évident;  néanmoins,  son  utilité 
est  très  grande  dans  la  recherche  des  surfaces  orthogonales, 
puisqu'il  permet  de  rejeter  immédiatement  une  foule  de 
familles,  comme  ne  faisant  pas  partie  d'un  système  ortho- 
gonal. 

Pour  le  démontrer,  on  observe  que, 

dx        dv        dz 
u  V  w 

désignant  les  équations  des  lignes  de  courbure  d'une  surface 
V  =  const. ,  pour  que,  en  faisant  varier  la  constante  à  laquelle 
on  égale  V,  on  obtienne  une  famille  appartenant  à  un  système 
orlhogonal,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation 

u  dx  -i-  V  dy  -r  w  dz  =  o 

soit  intégrable.  Supposons-la  intégrable  :  ses  solutions  sont 
les  équations  de  surfaces  orthogonales  à  v  ^=  const.;  ces  équa- 
tions sont  satisfaites  pour  u  =  o,  v  =  o,  (v  =  o;  donc  elles 
contiennent  les  ombilics  de  t^  =;  const.   Les  surfaces  oriho- 
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gonales  de  v  =  const.,  passant  par  les  ombilics  de  celle-ci,  se 
coupent  suivant  le  lieu  des  ombilics  de  v  =  const.;  ce  lieu  est 
donc  normal  à  v  =  const. 

C'est  dans  le  XLIÏP  Cahier  du  Journal  de  V Ecole  Poly- 
technique que  M.  Lévj  a  donné  ces  théorèmes. 

X.  —  Formules  de  Lamé. 

Dans  un  système  orthogonal,  L,  M,  N  ne  sont  pas  arbi- 
traires; il  y  a  lieu  de  rechercher  les  relations  qui  lient  entre 
elles  ces  quantités.  Si  l'on  différentie  l'équation 

_'^/(9jr'-  I   c>L       -^  dx    d'-x 

~^\ûa/  '1  d'j.  ~ ^ùX  OKd\x' 

on  trouve 


(  a)  -  • =  > 

mais  la  formule  [21] 


ô^x 

^Old\ 

d^-x 

d}.  du  dv 

dX  d\L 

ÙX    d^x 
dh   d[x  u'i 

=  0. 

différentiée  par  rapport  à  ).,  donne 

\r^  d-x    d'-x         v^  àx       d^x 


Jmd  d\-   d]s.ô')       ^^d\   d'kd'j.d-i 

Cette  équation  comparée  à  (a)  donne 

I    c)-L         ■^   ù-x     d-x         ^  à''-x    d'-x 
7.  d(Ji  £^^  ~  Jmi  dl  àv  dl  dix  ~  ^  dX^  dtx  d^j  ' 

laisant  alors  usage  des  formules  ['^4]  et  [^^Jj  O"  ^ 

*  d'^&t  ~       ^\\l  Va    dix    ■    L  ~dïx  d'/J  V  i\    dA    dv  ~  L  7)7  ~dl  )  ■ 

2/  I     dh    àx  i    dL  dx         I    d]j  dx\ 

^  L    ~dk    àl   ~~  M   àv.  'ihJ.  ~  N  VJ  Ihi  I 


/  1    à\l  dx         I    à'N  dx\ 

\  M    d^i    dp.  "^  l\   dy.   ov  / 
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26 1 


c'fjidv 

L    t*;i. 

t-v      '    Al  (J^i    O'j         A     dv     c^fi 

I    à  M 

'  Al   (^X 

dM        I    c)AI  dN         I    dm  àL 
dv  "^  ÎN    (^v    ■5)7  "^  L    dX    dv 

(^2N 

I    dN 

()N        I    dN  aL        T   c)\  aAi 

(yX  d^i  ~ 

"  N  ^ 

()X   "*"  L    c^X    dix  "^  M  <>iJL   OA 

1  c)L  _  "^  dx    à-x  I   ()M  _       -^  dx  d-x 

2  d|x  ~  ^  ()X  âXTTïjL  '  ~i'd\    '~  "  Ztà  dt  â(Ji2  ' 


Mainleiianl  dinVrcnlions  les  formules 

■^  ox    o'-x  I  «y  M  •^ 

^  ()X   ciX  Cflj.  '  2    dA    "~  "  ^ 

extraites  des  tableaux  [20]  cl  [^3];  on  a 

'^   an.  _       ^  I  f)2.r  \î  ^   ^àx     à 
1   d[i:-  ~       ^\dAdaJ    ~^  ^  d\  dl  d^j.^ 
I   d-M  _       '^d-x  d-x        '<c^  dx     d^x 
~l  "dk^  ^~2d'à)^  â^   ~^âX  dl  J;jl2 


dx     d^x 


OU 


1  rf)2L        d2An  _yi  /  ()2.^  yz      '^  d^^r  ^ 

2  [d]I^  "^  "âX^'J  ^^VâTJjI/   ~^  dX2  dû 

ou,  en  vertu  de  [i\]  et  [la  |, 

■'Idis^^-dlJr      2é 
-1 


)xy 


i  dlj    dx         I    c^.M  dx 

L  dji    dX  "^  M  "dX   d 

i  dL    dx         I    f)L  d.r         1    dL  dor 

L  dX    dX  ~  Ai  dû  dji  ~  N   dv    dv 

1  d.M  dj-         1    dAI  dx        i   dAI  dx 

M  d;!  dji  ~~  N  "57  "dv  ~  L   dX    dX_ 


c'est-à-dire 

Ldjl2    '     d}J  \"L\d^)  ^ÂÏVdX/ 


[^7l 


^  I   dL  dM 

'    L   dA  "dX 


_i_  dL  dM 

AÏ  dû  dû 


I    dL  dM 

N   dû  "dû 


On   peut  transformer  les  relations  [26]   et   [27]   comme  il 
suit  :  on  a 


(a) 


dv/L 
dix 


I      dL 


dL 

ûû 


V/L 


dy/L 
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donc 

dix  àv  dix        ô-i  d\x  dv 

La  première  formule  [2G]  devient  alors 

[281  ()-v/L  _      1      dy/Edy/iW  i     r) /H  ()  \/N  _ 

(^[Jic'v         ^/^     (^[ji        c>v      "^  V^      ôv        â\x    ' 

on  a  ensuite 

d  v/L  I      ()L  ()I.  ;-  c»  i/n 

^\^         2  y/L  ^\^  àix  dix 

(92  L  /r^-v/L         fds/LY- 


[2^]  devient  alors 


T    à^L  r)v/M  I    d\/L  d^M 


en  divisant  par  ^/LiM,  on  a 

L     àl     ~dî  M  ~dix       âïJT  ~  ~~  N  ""^v        &j~ ' 

ce  que  l'on  peut  encore  écrire 

Les  formules  [28]  et  [29]  sont  les  formules  de  Lamé,  à  cette 
différence  près,  que  Lamé  pose)v  =  p,  |jl  =  p,,  v  =  p,,  L  =  H-, 
M  =  Hp  N  =  H!;.  Nous  n'avons  pas  adopté  les  notations  de 
Lamé,  parce  que  nous  voulions  conserver  dans  ce  Chapitre 
les  mêmes  notations  que  dans  le  précédent. 
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XI.  —  Recherche  des  systèmes  orthogonaux. 

Deux  manières  de  trouver  les  systèmes  de  surfaces  orllio- 
;,^onales  se  présentent  immédiatement  à  l'esprit  :  c'est  d'inté- 
grer l'un  ou  l'autre  système  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles 


^  dx  dx  _  '^  dx  dx 

^  (jk  Ou.  '~    '         ^  û'x   &i 


dx  dx  v^  dx  dx  '^  dx  dx  _ 

^  Ol    O'i    ~~     ' 


'V'  ^^-  du.  "^  du.  d'i  V^  d\  d'» 

y ^—  o.  >-^ =o,  >- —  —  =o; 

.^^  dx  Ox  jhd.  dx  Ox  ^^  Ox  Ox 

comme  les  efforts  des  géomètres  sont  restés  impuissants,  on 
a  clierché  à  faire  dépendre  la  solution  d'équations  linéaires. 
\  oici  comment  Lamé  a  résolu  la  question, 
il  est  parti  des  formules  [28]  et  [29];  posons 

[     \     d\fL  _    ,  I     ds'y^  _  ,r  '     ^v^  _ 

(  /N   ~^  ~  ""  '         y/L  "^  ~     '  /AÏ  "^  ~  ""  ' 

nous  aurons,  au  lieu  de  [28].  que  l'on  peut  écrire 

I      d^/L  _    ■!_  à/L  dy/ÂÎ  _       1       dy/L  (Jy/N 
J~y[  du.  t/v         M     du.        d-t  J\\\      ^">        ^M- 

J~^  t);jL  dv         N      d-i        du  v/MN     ^!^        d' 

les  formules  suivantes 


|3o] 


da! 

àa           , ,  „ 

IFi 

=  a  c  , 

du.                ' 

dh' 

db 

d\ 

=  ba  , 

—  =  b"c, 
di 

de. 

de' 

du. 

=  c'  b, 

^  ^  ca  . 
dk 
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Les  formules  [29]  donnent 

i  àa'        db  „ , ,, 

[3.]  ?^  +  ?^+     ^^-«' 

f    de  da"  ,    , 

-Y    -i ^ \-  c  a  — o. 

Ces  dernières  formules  sont  linéaires  par  rapport  aux  déri- 
vées de  a' ,  a" ^  h\  h",  c,  c',  ce  qui  est  peut-être  un  avantage; 
si  l'on  pouvait  les  intégrer,  réliniinalion  de  y/M  et  y^,  par 
exemple  entre  les  équations  {i^i),  donnerait 

d\x  dv         a'    dv      ô\x  a       d^ 

et  L  serait  déterminé  par  une  équation  linéaire;  mais,  quand 
même  L,  M,  N  seraient  connus,  il  serait  encore  difficile  de 
calculer}.,  [jl,  v  en  fonction  de  .T,y,  z. 

XII.  —  Coordonnées  elliptiques.  —  Lignes  de  courbure 
de  l'ellipsoïde. 

La  recherche  des  systèmes  orthogonaux  est  difficile;  le 
nombre  de  ces  systèmes  connus  est  encore  aujourd'hui  assez 
-estreint.  Après  les  systèmes  de  plans,  les  systèmes  de  sur- 
faces sphériques,  coniques  et  planes,  qui  constituent  les  coor- 
données rectilignes  rectangulaires  et  polaires,  les  systèmes 
orthogonaux,  les  plus  remarquables  sont  formés  par  les  sur- 
faces homofocales  du  second  degré,  représentées  par  les 
équations  que  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  rencontrer 
plusieurs  fois, 


(a) 


62 -^ 
Par  chaque  point  de  l'espace,  il   passe   trois   surfaces  du 
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système  (i),  comme  on  l'a  vu  et,  si  À,  jj.,  v  désignent  les  para- 
mètres de  ces  surfaces,  ces  trois  quantités  déterminent  un 
point  et  en  sont  les  coordonnées  elliptiques. 

Le  système  de  coordonnées  elliptiques  est  orthogonal;  car 
les  trois  surfaces  (a),  qui  passent  en  un  point,  s'y  coupent, 
comme  on  l'a  vu,  à  angle  droit  et  |)ar  suite  suivant  leurs 
lignes  de  courbure;  donc  (t.  Il,  p.  Saij* 

Les  lignes  de  courbure  de  C ellipsoïde 

^        y-        z-  _ 
rt-    '    b-        c- 

soiU  données  par  cette  équation,  d' une  part,  et,  d^ autre 
part,  par  l  équation  générale  des  surfaces  homofocules 

rpï        ^         Y-  z- 

a-  -T-  p    '    6-  -H  p    '    c-  -i-  p 

ainsi  que  cela  résulte  du  théorème  de  Dupin 

Les  équations  (a),  résolues  par  rapport  à  x^y,  z,  donnrnt, 
comme  on  l'a  déjà  vu, 


i        "y  (a-  —  c-)(a-—  t)-) 

(3)  /    j.^t      \/y^^lu/y^-'^ub-^^;) 

^^^  V  (b-^  —  c--)(b-i—a-^) 

^     y\c^-f-À)(c-^-f-.a)iC-^-f-v 
y  (c^—a-^)yc^—b'^] 

Ces  formules  servent  à  passer  des  coordonnées  rectilignes 
aux  coordonnées  elliptiques. 


XIII    —  Calcul  de  divers  éléments  des  surfaces  du  système 
elliptique. 

Nous  allons  calculer  tout  d'abord  les  éléments  L,  M,  N  : 
posons 

(o)  (a2_p)(^^,2_^P^(c2^P^=  F(p;; 
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si  l'on  appelle  \,  y.,  v  les  racines  cley(p):=o,  comme  la  plus 
haute  puissance  de  p  dans  /(f)  a  pour  coefficient   i ,  on  a      J 

(0  /(p)  =  (?->0(?-[^)(?  —  )■ 

Cela  posé,  des  équations  (,3),  on  tire,  en  prenant  les  déri-       J 
vées  logarithmiques, 


ou 


I    ôx 
X  d\ 

I             T 

~  1  a-  -i-  X  ' 

[- 

t"- 

y2 

^- 

L(«- 

-\-\Y 

"^  (^6^ -h  À  )- 

(c2-^A)-\ 

I    d 

/, 

.T-                  y^ 

^2 

4  dl 

y  a- 

2-f-A        62 +X 

C^  ^  À 

la  dérivée  étant  prise  comme  si  ic-,  y-^  z-  étalent  indépen- 
dants de  \.  On  peut  encore  écrire 


^       4L<^  î''(p)Jp=).' 


or  on  a 

r/      /(p)  f/  (o_X)(p—   .JL)rp—  V) 


c/p  F(p)        â?p  (p -H  a2)(p  H- 6-;(p -H  c2 


F(p)\p  — A        p -t- c- 
Si  l'on  fait  p  =  ).,  on  a 


ou  bien 


4  P()^i  ' 


(X—  uV).  —  V) 


l  4  (  X  -T-  «--^  j C X  -+-  62 )( X  -i-  c2  ) 

1  4   ([Z-f-a2)(|JL-+-62)([JH-c2) 

L.  _  I        rv-fx)(v-X) 


4  (v  -h  a2j(v  -i-  62)(v  -t-  C-) 
Dans  l'ellipsoïde  les  coordonnées  des  ombilics  sont 

(72 62  62  —  C2 

X  =^  CC-   — ; J  J  J'  =  O,  S  =  C'2   — z,  ; 
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si  l'on  égale  ces  valeurs  de  x,  y,  z  k  leurs  valeurs  {[i),  on 
trouve,  pour  coordonnées  elliptiques  des  ombilics,  en  faisant 
v^o, 

et,  en  supposant  v  quelconque, 

X   =   —  (62-l-v),  [X  =  — (62-l-v). 

Cherchons  maintenant  les  rayons  de  courbure  princi- 
paux :  en  appliquant  les  formules  qui  donnent  les  courbures 
principales  des  surfaces  orthogonales  (p.  191)»  on  trouve 

pXv  ~    (la  -  V)  v/(v-,^)(v-r)  ' 

I     _  \/\^ -h  a^){'J -h  b'^){'f -h  c- )  _ 
p^v  ~     (X-v)v/(v-[xKv-X)   ' 

on  en  conclut  les  relations  très  simples 


P),v 

= 

ut  - 

—  V 

Pp.v 

A  - 

-'' 

pfj-). 

= 

V  — 

-X 

Pv>, 

[X  - 

-  A 

pv!X 
P)-u. 

= 

X- 

V   — 

-   IX 

el,  par  suite. 


pXv  pjiX  pXv  -+■  PvX  PXfA  ?(j.v 


Les   rayons  de  courbure  des   lignes  de  courbure   seront 
donnés  par  les  formules 

111 

'^jiv         f^[iv         Pv;j. 

Les  courbures  géodésiques  des  lignes  de  courbure  ont  une 
expression  assez  simple.  Soit  — -  la  courbure  géodésique  de 
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la  courbe  u.  =  const.,  v  rrr:  const.,  on  a 


I 


»/(  X  -^  a--  )i  X  -h  h-i  )(  A  -^  c^  ) 


I     _        I  v/<  X -H  a-)(X -+- 62)(X -I- C-)       I 
ïv[A  '^  \/(A  —  V  )  (  X  —  ;ji  )  ''  —  ^' 


donc 


il  en  résulte 


1^  ^  ''~-^- 
Tixv        \J-  —  X 


"('i^."0.'rix)i  —  T!j-vTv).y>.:j-' 


La  torsion  géodésique  des  lignes  coordonnées  est  nulle, 
bien  entendu. 


XIV.  —  Discussion  des  équations  des  lignes  de  courbure 
de  l'ellipsoïde. 

11  est  important  de  se  rendre  compte  de  la  forme  des  lignes 
de  courbure  de  l'ellipsoïde  pour  chaque  valeur  des  para- 
mètres )  et  [x  qui  entrent  dans  leurs  équations 

x-  T-  3- 

^  a^        O'        c- 

x"-  y"-  z"- 


6^4-X 


x'-  V 


b-  -T-  [Jt        c-  -f-  ;x 
Eliminons  z  entre  ces  équations  :  nous  avons 

•  x-(a^  —  c- )       J'-(62  —  c2 

■   .r'-frt-  —  C-)        !•■-(' A-  —  r") 


nous  supposerons  a  ^  b  ^  c,  et  nous  nous  bornerons  à  con-' 
sidérer  la  première  équation.  Nous  ne  donnerons  pas  à  X  de 
valeurs  positives,  parce  que  les  lignes  de  courbure  seraient 
imaginaires,  bien  que  se  projetant  suivant  des  ellipses  réelles, 
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les  surfaces  ([î  jetant  tout  à  fait  intérieures  à  l'ellipsoïde  (a). 

Si  l'on  donne  à  X  des  valeurs  supérieures  à  —  c-,  on  a 
toujours  des  ellipsoïdes  pour  la  surface  (, 3),  et  les  ellipsoïdes 
sont  intérieurs  à  Tellipsoïde  proposé  :  ils  ne  peuvent  tou- 
jours pas  le  couper. 

Supposons  maintenant  )>  compris  entre  —  b-  et  —  c-  :  la 
surface  (|3)  sera  un  liyperboloïde  à  une  nappe  coupant  l'ellip- 
soïde suivant  des  courbes  se  projetant  suivant  des  ellipses  (v): 
pour  ).  =  —  c-,  on  a  l'ellipse 


se-        y- 


qui  est  une  lii^ne  de  courbure,  et,  pour  A  =  —  b-,  l'axe  des  x, 
riiyperboloïde  s'est  réduit  au  pian  des  zx,  la  ligne  de  cour- 
bure se  réduit  alors  à  l'ellipse  principale  située  dans  le  plan 
des  xz. 

Si  Ton  fait  varier  )>  de  —  b-  à  —  ci-,  la  surface  (,3)  est  un 
liyperboloïde  à  deux  nappes  qui  coupe  l'ellipsoïde  suivant 
des  lignes  de  courbure  (y)  se  projetant  suivant  des  hvper- 
boles;  pour  J.=:  —  6-,  comme  nous  Tavons  fait  observer,  on 
a  des  hyperboles  infiniment  aplaties  se  confondant  avec  l'axe 
des  jc;  et,  pour)>=:  — ■«-,  ces  hyperboles  se  réduisent  à  l'axe 
des  y. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  fait  varier  ).  de  - — -c-  à  —  b'^  et 
'j.  de  —  6-  à  —  a-,  on  peut  se  procurer  tous  les  points  réels 
de  l'ellipsoïde,  une  fois  et  une  fois  seulement. 

Sans  qu'il  soit  nécessaire  d'insister  sur  ce  point,  on  verra 
facilement  que  les  projections  des  lignes  de  courbure  sur  les 
autres  plans  de  coordonnées  sont  encore  des  coniques. 


XV.  —  Lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoïde. 

Le  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de  l'ellipsoïde 
peut  s'obtenir  en  regardant  ce  lieu  comme  l'enveloppe  d'une 
L.  —   Traité  d'Analyse,  V'II.  14 
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série  de  plans  normaux  principaux.  Soient  Tellipsoïde 

.r2  vî         ^2 

^    '  a-         b-         c- 

et 

a?2  V2  ^2 

l'équation  d'une  surface  homofocale.  Le  plan  tangent  à  cette 

surface 

X.r  Yr  Zz 


b-  -!-  A  C^  4-  À 


=  I 


sera  une  section  principale;  ses  coordonnées  tangentielles 
sont 

l'élimination  de  ^,  J',  '•,  A  entre  (a),  (ji),  (y)  donnera  l'équa- 
tion tangentielle  du  lieu.  L'équation  (|3)  donne 

l'équation  (a),  combinée  avec  (,3),  donne 
ou 


(s)  (a2^X)  ^  ^f62  +  X)  ^  +(c2-^  X)  ^   =o. 

'a-  b'  c- 

En  éliminant  \  entre  (o)  et  (ô),  on  a 

(Ï2__^2_^r2)2=/l:  +  ^^|^(«;2ï2^^,2^2_.c2^2_,). 


XVI.  —  Lignes  de  courbure  de  la  surface  podaire  de  l'ellipsoïde' 
par  rapport  au  centre. 

Lorsque  l'on  connaît  un  système  de  surfaces  orthogonales, 
la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  fournit  de 
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nouveaux  svstùnies  orlhogonaus  et,  par  suite,  de  nouvelles 
surfaces  dont  on  connaît  les  lignes  de  courbure. 

Si  l'on  transforme  le  système  de  surfaces  liomofocales 


en  prenant   pour   pôle   de    la   transformation    lorigine    des 
coordonnées,  on  a 

or-        ,       y''  -"      _  ( x'^  ^- y- —  z- )- 


a--i-X    '    6'^-r-X    '    C-  — A  k- 

Les  surfaces  contenues  dans  ce  ivpe  se  coupent  ortliogonale- 
ment  et,  par  suite,  suivant  leurs  lignes  de  courbure. 
Or  la  podaire  de  l'ellipsoïde 

a-x-  —  h- y-  -^  c-Z'  =  \ 
a  pour  équation 

^-  ,   y-      -^ 


b-^ 


{x^-^y^^z^Y- 


ses  lignes  de  courbure  sont  donc  données  par  des  équations 
de  la  forme 


a-  -^  A  b-  —  A  C-  -T-  A         ^  "^ 


XVII.  —  Lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde. 
Pour  trouver  les  lignes  géodésiques  de  Tellipsoïde 


a-        b- 


Y-        z- 

-—  =  1, 


nous  le  comprendrons  dans  un  système  de  coordonnées  ellip- 
tiques, c'est-à-dire  que  nous  ferons  v  =  o  dans  les  formules 
du  paragraphe  précédent.  Nous  chercherons  ensuite  une 
solution  complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles 
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cette  solution,  difTérentiéc  par  rapport  à  a  et  à  A,  fera  con- 
naître les  équations  finies  des  lignes  géodésiques.  Quand  on 
fait  V  =  o,  les  valeurs  de  1^  et  M  sont 

4  (X-^a^KX  — 62)(X-f-c2)' 
j^j  _    I  (  i^  —  X  )  jX 


4    ([X--a2)([i.^è2)([X^-c2)' 

en  posant,  en  général, 


L  =  7  (^—  l^)/(>0,        M  =  '  (,u-X)/(|x), 
4  4 

l'équation  (a)  devient  ainsi 

'ddv  I  /dev-     h 


(X  —  [J-)/(X)    V^X/       ■      {lX  —  A)J\lX)\dlJ.J  2 

On  peut  écrire  cette  équation  comme  il  suit  : 

=  -  (X  -i-a)—  -  (a-L-a); 


f{l)\dl/         f(ii)\dix/         a'       '      '        2 
alors  on  a  la  solution  complète 

0  =j\/z  ^^  -  ^)/(^0  ^/x  -/^/^  ([^ -  ^)f(. i^)  ^;^; 

en  appelant  [i  une  nouvelle  constante,  les  équations  des  lignes 
géodésiques  seront 

(  7 )       /  v^ X  -L-  a  )_/■( X  )  JX  —  /  \/''(  [x -H  a )J\  ijl )  f/ji.  =  -i.s\Jih  —  c. 

Dans  ces  formules  il  y  a  quatre  constantes  a,  ,j,  h  elc  :  une 
de  ces  constantes  est  de  trop;  cela  tient  à  ce  que  nous  avons 
considéré  deux  équations  différentielles  de  nos  lignes  géodé- 
siques, alors   que   l'équation   finie   de   la  surface   était  une 
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équation  finie  de  nos  lignes.   Nous  allons   en    effet   déter- 
miner h.  Pour  cela,  observons  que 

Or  de  (^[j)  on  tire 

dl\f{\)  ^  dii\f(ix), 
X  -1-  a  [x-r-  a    ' 

d'où 

dl\f(l-)—dii\f([j.)  __  dl^-f(l)(l  -^g)  _  dix\f(ix)(<x-^a) 
l  -IX  ~         (X-t-a)2  -  (IX-,-  a)2 

ou  encore,  en  vertu  de  (o). 


_Jds^ 

<X-,X)2 


{1 -h  a)- ~T-{[x-T- a)- — 2(X -H  a  n  [JL -I- a) 

OU,  remarquant  que  les  dénominateurs  sont  égaux  et  extrayant 
les  racines  des  numérateurs, 

ids^dl  v/./XX)(,X-r-a)  —  o^jjL  vV(l^)(H^  "^  «); 

comparant  cette  formule  avec  (y),  on  voit  que  l'on  doit  faire 
^.ih  =  I. 

Nous  avons  vu  que  les  coordonnées  elliptiques  des  ombi- 
lics sont  A  =  —  Z>-,  [j.  =  —  h'-. 

La  longueur  d'une  ligne  géodéslque  comptée  à  partir  d'un 
ombilic  sera  donc 

■2S=  ^f(^l)^l-^oc)dl-   /       v//(fx)([x^a)r/:a; 

^'-b'-  ^'-1,'- 

cette  expression  de  2  5  est  susceptible  de  quatre  valeurs  en 
changeant  les  signes  des  radicaux  ;  ces  valeurs  correspondent 
aux  quatre  ombilics.  Prenons  deux  d'entre  elles,  la  précé- 
dente et 

/->■      pV- 

■is'^    /       v//(X)(X-^a)rfX--   /       ^ f{^^){ix  -  c,)  dix; 
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nous  avons,  en  ajoutant, 

.1 


^s'=    f      //(À)(X-f-a)rA, 


■  b°- 
si  l'on  suppose  s  -^  s'  constant,  A  sera  constant;  ainsi  : 

Théorème.  —  Le  lieu  des  points,  tels  que  la  somme  ou  la 
différence  de  leurs  distances  géodésiques  aux  ombilics 
soit  constante,  est  une  ligne  de  courbure. 

En  d'autres  termes  : 

Les  ellipses  géodésiques  ayant  les  ombilics  pour  foyers 
sont  les  lignes  de  courbure. 

Les    équations    des    lignes   géodésiques    peuvent    encore 
affecter  une  forme  remarquable  due  à  Liouville. 
Différentions  l'équation  (p),  il  viendra 


V 


fC^)   dl  _     /filJ-)    d^ 
\  -\-  <x  ds        \    [Ji  -i-  a   ds 


ou 


^  X  -+-  a  \  (/s  /  [x  -{-  a  \ds 

or,  en  appelant  i  l'angle  que  [x  =  const.  fait  avec  la  géodé- 
sique,  on  a 

fdixY_J  ^,^rr..^  f^^l'-Y 


d'où 

la  formule  (B)  devient  alors 

4  cos-  i  4  sin^  i 


(X-[A)(X  +  a)        (,^_X)(|^  +  a) 
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OU 

(t,  )  ;jL  cos-i -T- X  sin-t  =  a. 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  Liouville  a  mis  l'équation  des 
lignes  géodésiques.  Exprimons  que  l'équation  précédente  (r,  ) 
a  lieu  pour  ;j- =  —  b-^  )v=  —  6-,  c'est-à-dire  qu'elle  passe 
par  un  ombilic;  nous  aurons 

—  ^-cos-t-  —  6-sin2f'-  =  a         ou         a=  — 6-, 

et  alors  (r,  )  deviendra 

[i.  cos-  i  -f-  X  sin-  i  =  —  b-\ 

«est  le  même  quand  on  considère  deux  ombilics  différents  ou 
bien  il  prend  des  valeurs  supj)lémentaires^  donc  : 

Théorème  II.  —  Deux  géodésiques,  issues  de  deux  ombi- 
lics différents,  font  des  angles  égaux  ou  supplémentaires 
avec  les  lignes  de  courbure  qui  passent  par  leur  point  de 
rencontre; 

Propriété  qui  rapproclie  encore  les  lignes  de  courbure  de 
1  ellipse  et  de  l'hyperbole. 


XVIII.  —  Coordonnées  paraboliques.  Lignes  de  courbure 
des  paraboloïdes. 


Les  équations 


x-^ 

y- 

p 

.r- 

X 

-H 

q 

yi 

X 

p 

— 

\x 

q 

— 

IJ. 

.r- 

T'- 

=  2  -  -;-  X , 


(  a  )  ; \ ^^ =  -2 .0  -^  a 


P 


sont  celles  de  trois  paraboloïdes  liomofocaux  qui  déterminent 
par  leur  intersection  un  point  (-p,JK,  ^)",  ce  point  est  aussi 
déterminé  par  les  paramètres  ).,  tx,  v  qui  sont  ses  coordon- 
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nées  paraboliques  ;  ces  coordonnées  sont  orthogonales,  comme 
l'on  a  vu,  et  les  formules  de  transformation  sont 


q-p 

i.  •^'"        p'-T~r~' 

Les  lignes  de  courbure  des  surfaces  (a)  sont  leurs  intersections 
respectives  et,  en  particulier,  les  lignes  de  courbure  du  para- 
boloïde 

X-        y- 

P     '     (J    ^^^ 

sont  données  par  cette  équation  et  par  la  suivante,  où  p  est 
variable 

=  '2^ -4-  p. 


Ces  équations  sont  faciles  à  discuter. 

XIX.  —  Lignes  géodésiques  du  paraboloïde. 

Quand  on  effectue  les  calculs,  on  trouve  pour  les  coordon- 
nées paraboliques 


4L         (>^-/^)^        (A^^)2j 

Si  nous  supposons  v  =  o,  les  équations  des  lignes  géodésiques 
du  paraboloïde 


DES    COORDONNÉES     CURVILIGNES    DANS    l'eSPACE.        21 

seront  données  par  rinlégralion  de  l'équation 


I  /dey     I  /àey-      , 


la  connaissance  d'une  intégrale  0  de  cette  équation  renfer- 
mant une  constante  a  fera  connaître  les  équations  des  lignes 
géodésiques 


de  _  ^        de 

llx  ~  ^'         oh 


p,         — ^  =  5  -V-  const. 


Or,  L  et  M  ne  contenant  que  A  et  que  ;jl,  on  pourra  prendre 

e  =   Ta  y/L  dl  ~  r^/-ih  —  a^  s/SÎ  dix, 
cl  l'on  aura,  pour  équations  des  lignes  géodésiques, 
T/n  dl ""  f^Si  f/;jL  =  o, 

-  I  v'^M  dix  =  s  -~  const.; 

la  seconde  fait  connaître  Tare  de  géodésique.  Les  intégrales 
qui  figurent  dans  ces  formules  dépendent  seulement,  comme 
on  le  voit,  des  fonctions  elliptiques. 

Nous  bornerons  là  notre  étude  sur  les  coordonnées  para- 
boliques, la  plupart  de  ces  propriétés  pouvant  se  déduire, 
par  la  méthode  des  limites,  des  propriétés  des  coordonnées 
elliptiques,  dont  elles  ne  sont,  en  définitive,  qu'un  cas  parti- 
culier. 

XX.   —  Sur  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Nous  avons  vu  que  deux  figures  sont  transformées  l'une  de 
l'autre  par  rayons  vecteurs  léciproques,  par  rapport  à  un 
pôle  O  et  relativement  à  un  module  k,  lorsque,  M  et  M'  dési- 
gnant deux  points  de  ces  ligures  situés  en  ligne  droite  avec 
le  point  O,  on  a  (t.  II,  p.  240) 

OM .  OM'  =  k'-. 
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Soient  (x,  y,  z)  un  point  de  l'une  des  figures,  et  (x',  y^  z'} 
le  point  correspondant  de  l'autre  :  on  a  vu  que  l'on  avait,  le 
pôle  étant  pris  pour  origine  des  coordonnées, 


(0  {  y 


X  -  -^  y  ^  -1- 


on  en  déduit,  du  reste,  x'^  y' ,  z'  en  fonction  de  x^  y,  z-  au 
moyen  de  formules  analogues. 
Soit 

(2)  U ,„  -f-  U,„_i  -t-  U,„_2  -T- . . .  -^  Uo  =  o 

une  équation  algébrique,  U,  désignant  en  général  un  poly- 
nôme homogène  de  degré  i  en  x^  y,  z.  Si  dans  ces  poly- 
nômes on  remplace  x,  y,  z  par  leurs  valeurs  (i)  et  si  l'on 
supprime  ensuite  les  accents  devenus  inutiles,  cette  for- 
mule (2)  deviendra 

(2)  A-^'«U,„  +  Â-2'«-2  U,„-i  R2  -^. . .--  UoR2'«  -  o, 

R-  désignant,  pour  abréger  l'écriture,  x- -i- y- -r- ^- '•,  cette 
équation  sera,  en  général,  de  degré  2m;  toutefois  ce  degré 
peut  s'abaisser. 

Soit/>  le  degré  du  polynôme  Uo,  U(,  ...  qui  a  l'indice  le 
moins  élevé  et  qui  n'est  pas  nul;  en  d'autres  termes,  soit  p  le 
nombre  de  fois  que  la  surface  (i)  passe  par  l'origine.  Soit  q 
le  nombre  de  fois  que  la  surface  passe  par  le  cercle  ombilical  ; 
en  d'autres  termes,  soit  ^  =  i,  si  U,„  contient  R-  en  facteur, 
soit  q  =  2,  si  U,„  contient  R^  en  facteur,  et  si  Um-t  contient 
R-  en  facteur,  etc.,  il  est  clair  que  le  degré  de  (2)  transformée 
de  (r)  par  rayons  vecteurs  réciproques  sera 

>n' ^  ini  —  iq  —  p; 

d'ailleurs,  en  appelant/^'  et  q'  les  nombres  analogues  hp  elq 
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pour  la  seconde  surface, 

//=:  m  —  iq, 

q'=  m—p  —  q, 

de  sorte  que  pour  qu'une  surface  conserve  son  degré  après 
une  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  il  faut 
<|ue 

m  =  im  —  ïq  —  p 

ou  que 

m  =  2*7  -f-/j. 

Une  surface  du  second  degré  doit  donc  avoir  un  point  double, 
c'est-à-dire  être  un  cône,  ou  avoir  comme  ligne  à  l'infini  le 
cercle  ombilical,  etc. 

A  cùtt-  de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
vient  tout  naturellement  se  placer  une  autre  transformation 
que  nous  allons  faire  connaître. 

Nous  appellerons,  dans  une  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  sphère  directrice  la  sphère  ayant  son 
centre  au  pôle  et  dont  le  ravon  est  le  module  /,'  de  la  trans- 
formation. 

Soient  P  un  point  quelconque  de  l'espace,  x',  y' ,  z'  ses  coor- 
données :  son  plan  polaire  n  par  rapport  à  la  sphère  directrice 
a  pour  é([uation 

(3)  \x  —  \y-^Zz'=k\ 

Exprimons  que  ce  plan  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  deux  points  [x,  y,  z)  et 

t^x  k'-v  k'-z 


.T- —  y- —  z-       x- -!- y- ■ — z-       x^  ~i- y- -1- z- 

correspondants  par  rayons  vecteurs  réciproques  ;  nous  aurons 
à  identifier  l'équation  de  ce  plan  avec 

{\-xf--yY-y)^-iZ-  zf-  =  (x~  '"^ 


x''-^  y'^-^  z- 
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ce  qui  donne 


V  x-^^y^-^z'^J 


on  en  lire 


(4) 


,                    1  k-  X 

^  ~  x^-T-  y'^  —  z^ 

-k-^' 

,                   1  k-y 

^   ~  x^-^y^  —  z^ 

-k-^' 

-zk'^-z 

"  ~  x'-—y'-^zi 

-k'-' 

et,  comme  l'on  voit,  le  point  (x'^y,  z')  est  sur  la  droite  qui 
joint  le  point  (^,  JK,  ^)  à  l'origine  et,  par  suite,  son  corres- 
pondant aussi. 

Les  formules  (4)  sont  de  véritables  formules  de  transfor- 
mation analogues  à  celles  de  la  transformation  par  rayons 
vecteurs  réciproques. 

Quand  le  point  (x',  y',  z')  sera  donné,  il  en  résultera  deux 
points  X  que  l'on  construira  facilement.  Quand  le  point  x' 
décrira  une  surface  d'ordre  m,  en  général  les  points  x  se 
trouveront  sur  une  surface  d'ordre  im.  Si  l'on  appelle  pre- 
mière figure  une  figure  décrite  par  x' ,  y' ,  z\  et  seconde  figure 
une  figure  décrite  par  x,  y,  z-,  on  pourra  dire  que  : 

Si  la  première  figure  se  compose  de  deux  lignes  ou  de 
deux  surfaces  tangentes^  leurs  correspondantes  dans  la 
seconde  figure  le  seront  aussi,  etc. 

XXI.   —  Des  anallagmatiques  de  M.  Moutard. 

M.  Moutard  a  donné  le  nom  à' anallagmatiques  aux  sur- 
faces qui  sont  à  elles-mêmes  leurs  propres  transformées  par 
rayons  vecteurs  réciproques.  Leur  degré  ne  devant  donc  pas 
changer  par  une  telle  transformation,  elles  auront  nécessaire- 
ment des  singularités  qui  en  faciliteront  l'étude. 
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Théorème  de  M.  Moutard.  —  Toute  anallagniatirjue  est 
l'enveloppe  (Vuiie  sphère  orthogonale  à  la  sphère  direc- 
trice de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, dont  le  centre  se  meut  sur  une  surface  fixe 
I  ippelée  défère  n  te . 

En  efTet,  considérons  sur  une  anallagniatique  trois  points 
infiniment  voisins  a,  b,  c,  et  leurs  trois  correspondants  par 
ravons  vecteurs  réciproques  a',  h' ,  d \  par  a,  6,  c  et  a',  on 
peut  faire  passer  une  sphère,  et,  à  cause  des  relations  sui- 
vantes où  o  est  le  pôle, 

oa  X  oa  t=  ob  X  ob'  =  oc  x  oc'  =  A-. 

Les  points  b'  et  c'  seront  sur  cette  sphère,  évidemment 
orthogonale  à  la  sphère  directrice,  puisque  la  longueur  de  la 
tangente  issue  de  l'origine  à  cette  sphère  aa' bb' ce'  est  k. 
(^ette  sphère  à  la  limite  est  bitangente  en  a  et  a'  à  l'anallag- 
matique;  donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

Réciproquement,  toute  enveloppe  dune  sphère  dont  le 
centre  décrit  une  surface  fixe  et  qui  reste  orthogonale  à  une 
sphère  fixe  est  une  anallagmalique.  Nous  allons  donner  de 
ce  théorème  une  démonstration  qui  permettra  de  trouver 
l'anallagmatique  connaissant  la  déférente 

(•)  /(:r,  3,  Y)  =  o. 

L'équation  de  la  sphère  mobile  est 

OU,  si  Ion  veut, 

(  2  )  X-  — y-  —  z-  —  •iT.x  —  'l 'iy  —  2  -;  z  —  k-  =  o. 

Son  enveloppe  s'obtiendra  en  éliminant  a,  [j,  y  entre  cette 
équation,  (i)  et 

(3)  l^I=l^I=\^f. 

X  dx       y  O'j        z  d'f 

i"  On  voit  que  la  direction  x,  j',  z  du  rayon  vecteur  de 
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V analla gmatique   est  perpendiculaire  au  plan  tangent 

-T-'  -Tn'  T-  «e  la  déférente. 

ô'x    dp    ^Y  "^ 

N  . 

2°  Si  l'on  égale  chacun  des  rapports  (3)  à  —  >  N- désignant, 

pour  abréger,   (^|  -i-  (^-^  )"  ^  [t^)' '  '^^o^s  p^  sera  égal  à 
X-  -\- y-  -V-  z- ,  et  on  aura,  en  combinant  (2)  et  (3), 

On  reconnaît  donc  que  p  a  deux  valeurs  et  que  le  produit  de 
ces  valeurs  est  égal  à  A-,  ce  qui  montre  bien  que  : 
Le  lieu  des  points  x,y,  z  est  une  anallagmalique. 

3°  Le  plan  tangent  à  la  déférente  est  perpendiculaire 
sur  le  rayon  vecteur  de  V  analla  gmatique  au  milieu  de  la 
corde  qui  joint  deux  points  correspondants  de  V  anallag- 
matique. 

XXII.  —  Équations  des  anallagmatiques. 

Les  propriétés  fondamentales  que  nous  venons  d'établir 
contiennent  toute  la  théorie  des  anallagmatiques.  Nous 
appellerons  seconde  déférente  d'une  anallagmalique  la  po- 
laire réciproque  de  la  déférente  prise  par  rapport  à  la  sphère 
directrice. 

Ceci  posé,  par  un  point  A  de  la  déférente  menons  un  plan 
tangent;  soit  M  le  point  de  la  seconde  déférente  qui  corres- 
pond à  ce  point,  m  et  m'  les  points  correspondants  de  Tanal- 
lagmatique;  en  appelant  .r,  y,  z  les  coordonnées  de  l'un  des 
points  m,  m',  et  x',  y',  z'  les  coordonnées  de  M,  on  aura,  en 
refaisant  un  calcul  déjà  dévelo[)pé  au  paragraphe  antépré- 
cédent, 

(0  ^  =  -r-; — , z 71'       y=----        z=..., 

ôC'  -T-j^-i~  -z-  -1-  k^ 
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en  sorte  que,  si 

(2)  /(^.7»  -,  0  =  0 

est   l'équation  de  la   seconde   déférente  rendue  homogène, 
l'équation  de  l'anallagmatique  sera 


(3)  f(^,y,^- 


La  même  transformation  (i)  permet  de  trouver  les  focales 
des  anallagmatiques. 

Considérons  la  dcKeloppable  circonscrite  à  la  seconde 
déférente  et  à  la  sphère  directrice;  soit 

<4)  ?(^',  y>  -'»  <''  =  o 

l'équation  de  cette  développable  rendue  homogène,  je  dis 
que 

[              ^'  —7'  -^  -3-  —  ^■-  \ 
(5)  o{x,r,::,  ^^^^_ j  =  o 

sera  l'équation  de  la  dé^eloppable  qui  contient  la  focale. 

En  efTet,  nous  passons  de  l'équation  (4)  à  (5)  en  appliquant 
la  transformation  (i).  L'équation  (2)  et  l'équation  (4)  repré- 
sentent des  surfaces  circonscrites  :  donc  les  équations  (4)  et 
(5)  représenteront  aussi  des  surfaces  circonscrites  ;  l'équation 
(4)  est  la  surface  polaire  d'une  courbe  et  (5)  représente 
encore  une  enveloppe  de  sphère,  mais  dont  le  cercle  reste  sur 
une  courbe;  ces  sphères  sont  toujours  orthogonales  à  la 
directrice,  mais  il  est  facile  de  voir  que  leur  rayon  est  nul, 
car  la  déférente,  étant  le  lieu  des  pôles  des  plans  tangents  à 
la  développable  (4),  se  trouve  sur  la  sphère  directrice.  Mais 
il  est  facile  de  voir  qu'une  pareille  enveloppe  est  dévelop- 
pable et  qu'elle  a  pour  équation  p-  -{- q-  -^  1  ^  o.  Admet- 
tons-le, on  voit  que,  étant  circonscrite  à  l'anallagmatique,  elle 
n'est  autre  chose  qu'une  développable  dont  la  ligne  double 
sera  la  focale. 
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Arrivons  à  la  démoiistralion  du  théorème  sur  lequel  nous 
venons  de  nous  appuyer.  La  sphère  de  rayon  nul 

(a)  ix-ccy--^{r-?T'-^(--'ir'=--o, 

où  a,  p  sont  fonctions  de  y,  enveloppe  une  développahle 
isotrope  (p-  -\-  q-  -i-  i  =  o) . 

En  effet,  l'enveloppe  est  représentée  par  l'équation  (a)  et 

(6)  (37  —  a)a'^(j/  —  3),3'^-  (^  —  7)7'  ^^  o. 

Si  l'on  différentie  (a)  par  rapport  à  :r  età  jen  tenant  compte 

de  (b),  on  a 

(37  — a)-T-(^  — Y)/'  =  o, 

d'où  l'on  tire,  en  éliminant  a,  [^,  y, 

donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 


XXIII.  —  Anallagmatiques  du  quatrième  degré  homofocales. 

Notre  but  n'est  pas  de  faire  une  histoire  complète  des 
anallagmatiques,  nous  avons  seulement  l'intention  de  faire 
connaître  un  système  de  surfaces  orthogonales  découvert  par 
M.  Moutard  et  qui  dérive  naturellement  des  théories  que 
nous  venons  d'exposer. 

On  trouvera  des  anallagmatiques  homofocales  en  cher- 
chant des  surfaces  du  second  degré  inscrites  dans  une  déve- 
loppahle circonscrite  à  la  sphère 

(i)  x^-^y^-^z^—  t^=  o, 

et  en  appliquant  à  ces  surfaces  la  transformation 

('•*)  ^' =^  —> i -, TT'        7'  =  ---.         -3'  = 
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(Test  ce  qui  résulle  de  la  théorie  exposée  au  paragraphe  pré- 
cédent; or  Dosons 

X  =  ax   -^by   -r-cz    -^dt, 
Y  =  a'x  —  b'y   ^-  c'  z  -f-  d' t, 
Z  =  a"x  -T-  b"y  -h  c"  z  -f-  d' t^ 
T  =  a'"  a-  -^  b"'y  —  c'"  z  ^  d"'t\ 

supposons  cette  substitution  orthogonale,  et  soit  ^  =  A"  y  —  i  ; 
Técpialion 

(  3  )  X2  H-  Y2  -^  Z2  -T-  T2  =  O 

sera  identique  avec  (i),  et  même  on  aura  identiquement 
,  3  bis)  X2  ^  Y2  ^  Z2  —  T2  =  x2  -^  j2  -^  -2  _  7,-2. 

Une  autre  surface  du  second  degré,  rapportée  au  tétraèdre 
conjugué  X  =  o,  \  =  o,  Z  =  o,  T  =  o,  pourra  être  repré- 
sentée par 

X2  Y2  Z2  T2 

Les  équations  tangentielles  de  (3)  et  (4)  sont 
l-  -r-  m-  -i-  «■-  ^- p-  =z  o, 

7.1-  -^  ^  «^2  __  V  «2  —  0//-  =  O, 

si  bien  que  l'équation  tangentielle  d'une  surface  du  second 
ordre  inscrite  dans  la  même  développable  que  celles-ci  sera 

(X  —  a)/2_(X  _  p),„2_^,  X  —  v)/i2_^(X  —  l)p^  =  o, 

et  son  équation  ordinaire  sera 


ou  encore 


\2 

Y2 

À  -  3 

Z 

T2 

"). 

-  a 

'    X- 

■T        ^■ 

— •  0 

)1 

ement 

Ht 

X2 

=  '', 

.  —  z 

^  iax 

-by^ 

-  cz  -^ 

f/A-  v/- 

rrv 

=  o. 

-*"  y,  —  a 

L.  —  Traité  d'Analyse,  VU.  i5 
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Faisons  maintenant  la  transformation  (i),  nous  aurons 
l'équation  générale  des  anallagmaiiques  du  quatrième  degré 
homofocales 

/5  )    2  xZT^  \iax-^by-^cz)i k^-  -  dk  s/~i{x-^  ^ y'-  -r-  2^  ^  k^- )]-^  -  o  ; 

nous  poserons 

S  =  X-  -r-y-  -^  z-  -, {ax ~-  by  -f-  cz)  -^  k-; 

dsj —  1 

alors  (5)  pourra  s'écrire 

Mais  on  peut  obtenir  une  forme  beaucoup  plus  instructive 
au  moven  de  l'artifice  suivant  : 
L'équation 

).  —  3£  ,,       À  -  -  3  ^-  —  ï     .       À  —  0     ^ 

L^  -. y-  m- n- —^«2  =  0 

;jL  —  a  [A  - —  y  [JL  —  Y  jji  ^  0 

représente  aussi  une  surface  du  deuxième  degré  inscrite  dans 
une  développable  circonscrite  aux  surfaces 


=0        et 

a  —  a 


^     a  l- 


et  en  particulier  à  la  sphère,  que  Ton  obtient  en  prenant 
y,  :=  [JL.  L'équation  de  ces  surfaces  en  coordonnées  ordinaires 
sera 

X  ■-  f  u  —  a  ) 


2:^ 


=  0, 

OU  encore 

^       A  —  a  ^ 

OU  enfin 


(6) 


X2  U2 


X— a    •    X- 


=  0, 
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en  supposant  que  'x  soit  une  des  quantités  a,  |i,  y,  o,  [j.  et  en 
posant 

X2  -T-  Y2  -T-  Z2 -i-  T2  =  U2. 

C'est  clans  la  formule  (6)  ([ue  nous  faisons  la  substitution  (2); 
alors,  en  observant  que,  si  l'on  pose 

S  =  a^2-,-7--.-^-  —  A-, 


y 


(•^"  ^-  j'"  -1-  -3-  —  /«^"^  )" 

(  a"-  -r-y-  4-  ^'-  —  /i" -  f 

^  A-^S^ 

l'équation  (6)  pourra  s'écrire 
Y  [(a.r  -T-  by  -^  cz)ik'-  -^  d  y/-^  A-(.r2  ^  y-  -^  J-  -J-  /--)]-         /. -  S^    _ 


or,  soit 


2/: 

A  =  X'  -T-y"-  -\-  z^-\ {ax  -^  by  ^  cz)^  k-, 

d  / —  I 


A,  B,  C,  D  seront  les  puissances  de  sphères  dont  nous  appel- 
lerons les  rayons  M,  N,  P,  Q.  Il  est  facile  de  voir  que  ces 
sphères  sont  orthogonales  entre  elles  et  à  la  sphère  S  =  o; 
en  mettant  en  évidence  les  quantités  A,  B,  C,  D,  l'équa- 
tion ((3)  s'écrit 


m  iïï 

(ïï  m 

(ir 

X-x    '   X  — p   ' 

X  —  Y       X  —  0 

'    X  — ;ji 

Telle  est  la  forme  sous  laquelle  on  peut  mettre  les  équa- 
tions des  anallagmatiques  du  quatrième  ordre  homofocales. 
Cette  équation  est  du  troisième  degré  en  A,  ainsi  qu'on  l'a  vu 
en  la  mettant  sous  la  forme  (/). 
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XXIV.  —  Du  système  triple  formé  d'anallagmatiques  homofocales. 

Nous  reprendrons  les  équations  des  anallaguiatiques 
homofocales  pour  démontrer  les  propriétés  de  ce  système,  et 
surtout  pour  prouver  qu'il  constitue  un  système  orthogonal. 

Nous  écrirons  l'équation  de  ce  système  ainsi 

(- 


84,  S.i,  .  . .,  S3  seront  alors  les  puissances  de  cinq  sphères 
quelconques  orthogonales  deux  à  deux,  R,,  .  . .,  R5  seront 
leurs  rayons  et  a,,  ao,  .  .  . ,  a-  seront  cinq  constantes. 

A  chaque  valeur  de  x,y,  :;,  ou  de  S,,  So,  . . . ,  8,5,  corres- 
pondent trois  valeurs  de  ).  :  donc  en  chaque  point  de  l'espace 
passent  trois  surfaces  (i);  il  est  facile  de  voir  quelles  s'y 
coupent  à  angle  droit.  8oit,  en  effet,  G  le  premier  membre 
de  (i),  H  ce  qu'il  devient  pour  A  =  ix,  on  a 

dG  dti       t)G  dH    ,    <^G  dH 

dx  dx        dy    dy        dz    dz 

~ ^  ^  dS}  \'ôx   ~dx     '    'dy    dy     '     dz     i^z  )  ' 

Or.  on  trouve  que 

dSi  àSj        dSi  dSj        dS;  dSj  _   l  2(8,-+- S/)      si  i^j 
dx    dx   "^   dy    dy  dz     dz  (   4Si-r-4Rf      si  1=7 

quand  les  sphères  sont  orthogonales,  donc 

dÇ,  d\\        v^      dG  ^   ^^  d\\ 


^  d(j  dli  _  -^      (>Lt        -^  on 
2ddx'dx~2d'^'d^i     '  2dd^j 


^t)H        ^^G  '^         c)G  ()H 

'^Zdd^i  ^'2ddSj  '  ^Zà  '  d^i  dSi' 

Or,  les  fonctions  G  et  H  étant  homogènes,  on  a,  en  les  sup- 
posant nulles, 

-y  f)G  dU  _  ,^j,,  àG  «m 

^dx   dx   "  ^^  ''  'dS'i  dSi' 
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Le  second  membre  de  celte  formule  est  à  un  facteur  près  égal 
à  G  —  H;  on  est  donc  bien  en  présence  d'un  système  triple 
de  surfaces  orthogonales. 

Remarques.  —  L'équation  (i)  où  ).  est  donné  appartient 
en  définitive  à  une  anallagmatique  quelconque  du  (jua- 
trième  degré,  et  1  on  peut,  sur  cette  équation,  étudier  les 
anallagmaliques  du  quatrième  degré.  La  sphère  directrice  est 
l'une  des  cinq  sphères  S(  =  o,  ..,,85^0;  comme  rien  ne 
les  distingue,  on  voit,  et  ce  théorème  est  encore  de  M.  Mou- 
tard, que  : 

Toute  anallagmatique  du  quatrième  ordre  peut  être 
considérée  comme  telle,  de  cinq  manières  différentes  :  elle 
a  donc  cinq  pôles,  cinq  déférentes,  etc. 

Si  Ton  veut  les  focales  des  anallagmatiques  (i),  il  faudra 
choisir  A  de  manière  que  l'équation  des  secondes  déférentes 
soient  celle  de  surfaces  développables  ;  il  faudra  donc  prendre 
A  ^-3  a, ,  ao,  .  .  .  et  l'on  aura 

o  V  \^) 

S,-  =  o         avec  >  -^ — — 


O, 


S/ n'entrant  plus  sous  le  signe  \  •  Les  focales  sont  donc  des 

courbes  sphériques,  situées  sur  les  sphères  orthogonales  du 
système. 

Il  va  sans  dire  que  les  anallagmatiques  du  quatrième  ordre 
sont  de  nouvelles  surfaces  dont  on  sait  trouver  les  lignes  de 
courbure. 


XXV.  —  Quelques  anallagmatiques  remarquables. 

La  cyclide  de  Dupin  est  une  anallagmatique  f  p.  4^);  c'est 
la  transformée  par  rayons  vecteurs  réciproques  d'un  tore;  la 
déférente  se  réduit   à  une  simple  courbe  du  second  degré. 

En  effet,  la  cyclide  étant  la  transformée  d'un  tore,  c'est- 
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à-dire  de  l'enveloppe  d'une  sphère  orthogonale  à  un  plan,  et 
tangente  à  un  plan  et  à  une  sphère,  la  cjclide  pourra  être 
regardée  comme  l'enveloppe  d'une  sphère  qui  reste  orthogo- 
nale à  une  sphère  et  tangente  à  deux  autres  sphères.  Ce  sera 
une  anallagmatique  du  quatrième  ordre;  sa  seconde  déférente 
sera  une  développable. 

Parmi  les  anallagmatiques  du  quatrième  ordre  qui  sont 
engendrées  par  une  sphère  normale  à  trois  autres,  il  y  en  a 
qui  ont  trois  plans  de  symétrie;  on  les  obtient  en  transfor- 
mant les  autres  par  rayons  vecteurs  réciproques  et  en  pre- 
nant pour  pôle  de  la  transformation  le  point  d'intersection 
des  trois  sphères  directrices. 

Disons  enfin  que,  lorsque  la  déférente  d'une  anallagmatique 
est  une  surface  du  second  degré  dénuée  de  centre,  l'anallag- 
matique  est  du  troisième  degré  ;  en  effet,  la  seconde  déférente 
passe  alors  par  l'origine,  puisque  la  première  est  tangente  au 
plan  de  l'infini;  il  est  facile  de  voir  qu'alors,  dans  l'équation 
transformée  par  la  substitution 


x'^  -i-y-  -r-  z'^  -h  Ar- 
les termes  en  [x-  +y-  -j-  z-  -\-  A-)-  manquent. 

XXVI.  —  Application  des  coordonnées  curvilignes  à  la  recherche 
des  surfaces  et  des  volumes. 

L'élément  de  surface  en   coordonnées  curvilignes  est  le 
parallélogramme  formé  par  les  lignes 

\  =  const. 
et 

X  -i-  dA  =  consL,         [JL  =  const.,         [jl  -+-  dix  =  const.  ; 

ce  parallélogramme  a  pour  expression 
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formule  où  ds-,.,  dsi,_  sont  les  arcs  élémentaires   des    lignes 
coordonnées  et  0  l'angle  compris.  Or 

t> 

<T?5),  =  V  '-'  (f^'i         dsxj,  =  V  AI  d\}.,         cosO  = 


on  a  donc 


ds\  ds^  sin  0  =  ^LM  —  R-  c/À  d't.  : 

l'aire  d'une  j^orlioii  (înie  de  surface  comprise  entre  les  lignes 
A  —  ).„,  A  —  À, ,  \J-=  ;J-o,  ;-^  =^  l-^i  sera 


/        /      v^LM  — R2c/Xf/.u. 

'-''i.„    ^\).„ 


VouT  évaluer  le  volume  compris  entre  la  surface  et  le  plan 
des  XY,  on  désignera  par  a,  Jj,  y  les  angles  que  la  normale  à 
Télénient  f/(o  =  y'LM  —  R-  dt.  d'j.  de  surface  fait  avec  les  axes 
<lc  coordonnées  ;  il  est  clair  que  le  volume  cherché  est  une 
somme  d'éléments  ayant  pour  base  dhi  cos  v  et  pour  hauteur  z  ; 
le  volume  de  l'un  de  ces  éléments  sera  donc  ^cosvf/co;  or, 

on  a 

dx  „  Oy  ôz 

cos  a  — , — r-  cos  j  -fr-  -i-  cos  Y  -^  =  o, 


d'où  Ton  lire 


dx  „  dy  dz 

cosa r-  cosp  -f-  -i-  cos  Y  -—  =  o. 


c)(ar,  ^) 


Notre  élément  de  volume  devient  alors 

^  dk  «a  — ^ — ^^—  , 
0{l,   II) 

et  le  volume  total 


fj 


'    d(x,  y)    ,,    , 
z   ,).'-^  [  dk  dii, 


comme  l'indique  la  théorie  du  changement  de  variable  dans 
les  intégrales  multiples  (t.  III,  p.  i5i ). 
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Les  équations 

a-2 

•)'-                z'^ 

«2_X 

b-  —  À     ■    c"^  —  À 

x°'- 

r^                z"- 

a'-— |j. 

~^   62  _L-  [JL           C-  —  ;ji 

a?- 

-^  r'       -  -s' 

o, 


représentent  un  système  de  surfaces  orthogonales  composé 
de  deux  cônes  et  d'une  sphère  et  dont  on  peut  faire  usage 
pour  calculer  le  volume  de  la  sphère  ou  sa  surface.  Les  for- 
mules auxquelles  on  est  ainsi  conduit  ne  peuvent  pas  servir 
à  évaluer  le  volume  et  la  surface  en  question,  mais  cette  dif- 
ficulté tourne  au  profit  de  l'analvse,  car,  comme  on  connaît 
le  volume  et  la  surface  en  question,  on  trouve  ainsi  la  valeur 
de  deux  intégrales  compliquées  que  l'on  n'aurait  pas  pu  esti- 
mer facilement  par  une  autre  voie. 
Les  équations  précédentes  donnent 

x'-(b^-^\)(ci-r-l)(b''^  a)(c2^  j^)  _ 

(C2-|-  X)(6--i—   IJL)  — (  6--2—  À)(.C-^--  JJl) 

ou  bien 


y^ 


Or  on  a 

2(«---^0(«--K)(62-c2j 

=  V(6-  — c2)(aV  — «2/  -h  a2|ji-f-X;jL)  =  ^(62  —  c'^)aK 
car 

Posant  donc 

H  =  ya4(62  — c2), 
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les  équations  (a)  donneront 

y^-=  ~  (c2  — a2)(62-^/)(62-^.u). 
1  dx  I  I  dx  I 


L 


X  ôk        a-  —  X  X  diJ.        a-  —  ;x 


ô^^X  c^H-X 

4HL         {a'-^ii)  \ 

Nous  pouvons  écrire 

L  =  —  ^^"^^ 

4  H  {a-—A\(b-  —  A)ic-  —  l) 

_,     y  (62— c2)(62^c2)X(!JL-^a2, 
""  4H         (rt2__  X)(62  -h  X)(c2  — X) 

y(6»  — c*)a2X 
~  yH  (rt2^X)(62^X)(c-  — X) 

XaTyr^i  — c*)a- |"(a  — X)2 


^1 


LM=     '' 


i6H-  (a2  — Xj(  6-  — X)(c2  — X  Ha* -T- iJi)(62-^  tx)(c-  — fx) 
On  a  donc  pour  la  huitième  partie  de  la  surface  de  la  sphère 


ou  — 

2 


!  /    ,      4H  jr^. 


X;jL  ^X  d-xS{b*  —  ci)a2([jL  —  X) 


t-'— //-        «^ 


v/(a'- -^  X)(a2  _^  [JIK62  +  X)(62 -4- {x)(c2  ^  X )(c2 -- [X)  ' 
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on  peut  supposer  a  =  o,  ou  a  alors 

d\ch 


i-LS . 


et,  en  faisant  ).  ^  — ■  a-,  [j.  ^=  —  c-, 

dudv{u^  —  V-) 


Jo    Ji,     V{b'~u\ 


Cette  formule,  découverte  par  Lamé,  est  remarquable. 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Les  systèmes  suivants  sont  orthogonaux  : 

^  =  (  J^  -+-  ^2  _  2X^-){Z^-  -^X^-  —  272)(a^-  —  J-  —  2^2) 

3 
— •  l(x'*  -r-  y'*  -\-  Z'*   —y-Z-  —  ^2-2  -^2^2)2^ 

Y  =  (jK'^  +  -S-  — •  2^2-)^_32  ^  X-  —  %y^){X'  -T- y^  —  iz-) 

3 

-~  2{x'*  -T- y'*  -{-  z'*  —y-z^  —  x-z^  —  x^y-)-. 

(Cayley.) 


xz  =  xy, 


3  =  \/z-  -r-  X'^-T-  \/z'^  -^y- 


Y  =  ^/^2  _i_  ^2  __  y^/_32  _i_  j^2_        (  J.-A.  Serret. ) 


(x-  -i- y-  -i-  z-  )-  -+-  ax-  -+-  by-  -4-  c^2  -(-^2 


4/5'^  — rt-      ,        âp-       b^      ,    ,    4/)2— c2   _^  _ 
a-t-À  "^     6  —  À     -^  c  +  X      '^~ 

est  une  équation  qui  pour  un  système  de  valeurs  données  de  x,  y,  z 
détermine  trois  valeurs  de  X  ;  chacune  de  ces  trois  valeurs  détermine 
une  surface,  les  trois  surfaces  ainsi  obtenues  se  coupent  orthogona- 
lement  :  le  système  précédent  est  donc  à  la  fois  triple  et  un. 

(Darboux.) 

3.  Pour  que,  X,  Y,  Z  désignant  des  fonctions  de  x  seul,  dey  seul, 

de  ;:  seul, 

X-^- Y-i-Z  =  const. 
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fasse  partie  d'un  système  orthogonal,  il  faut  que 


dx    dx'^        \  dx-  )  dx- 


a  et  b  désignant  des  constantes,   des   relations   analogues   doivent 
exister  entre  les  dérivées  de  Y  et  de  Z.  (J.  A.  Serret.) 

4.  Si  l'on  considère  l'équation 

(i)  x^y^zt  =  coml., 

et  si  dans  l'équation 

on  remplace  X  par  les  deux  valeurs  tirées  de 

^  1^  T        _ 


=  o, 
y- 


a  '^ 

l'équation  (2)  représentera  deux  familles  de  surfaces  qui,  avec(i), 
formeront  un  système  orthogonal.  (Darboux.) 

ij.  Les  enveloppes  des  surfaces  suivantes,  où  l'on  fait  varier  /. 

forment  un  système  triple  de  surfaces  orthogonales. 

(Darboux.) 

6.  Les  surfaces  suivantes  forment  un  système  orthogonal 

X  r-  z- 


■X        zx  —  b-        oix  —  c- 

X-  y  z- 


=  I, 


'^y-r-b'  ■  P    '  '^y~b' 
^-  y- 


pi  ='' 


=  I. 


'(Z  -r-  C-      '     '^Z-r-  C^ b-      '     '( 

(W.    ROBERTS.J 

7.  On    peut  quelquefois   faire  dériver  de  systèmes  orthogonaux 
d'autres  systèmes  utiles  à  considérer  :  le  système 

x-  y-                z- 

a-^-h  b'--^\  c'--T-}. 

■r-  r-                 Z'        _ 

a-  -T-  'j.  6-  -T-  'J.  c-  -r-  <J. 
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est  orthogonal.  Le  système 

a- 


p-  -^  Y^  -  '  ' 


o, 


^^  .r^  -s-        _ 

représente  une  série  d'ellipsoïdes  et  de  cônes  qui  ne  sont  plus  ortho- 
gonaux, mais  qui  peuvent  être  pris  pour  surfaces  coordonnées.  En 
faisant  usage  de  ces  coordonnées  curvilignes  pour  évaluer  le  volume 
de  l'ellipsoïde,  on  est  conduit  à  une  intégrale  double  ou  triple  que 
l'on  évaluerait  difficilement  j^ar  d'autres  voies. 

8.  Soit  .*  une  surface  du  deuxième  ordre,  c  une  de  ses  lignes  de 
courbure;  soit  s'  une  surface  du  second  ordre  coupant  s  suivant  la 
courbe  c,  la  surface  développable  circonscrite  k  s  tt  s  touche  s  sui- 
vant une  ligne  de  courbure. 

(Laguerre,  Société  mathématique  de  France,  1876.) 

9.  Soit  R2  =  j;2  _(_^2  _j_  ;r2^  ]qs  su,.f3(>gs 

R* -f- a:r2  -^bj-  -f- c^^  =^2 
R*  -+-  a  x"^  -^  i'jK-  -r-  c'  z-  =  p'-, 
R*  -h  a" X'  -T-  b'  y-  -f-  c"  z-  =  />"- 

sont  orthogonales,  si  l'on  a 

^p'^-^a'b'        ^p"^--^a"b" 

a  —  0  a  —  I? 

4  /j'2  -f-  a'  c'         4 p"^  -^  ^"  c" 


àp'- 

-^ab 

a 

—  b 

^P' 

-f-  ac 

a  —  c  a  —  c 

(Wangerix,  Crelle,  t.  82. 
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CHAPITRE  V. 

THÉORIE  DES  SURFACES  GAUCHES. 


I.  —  PréHminaires. 

Avant  d'aborder  rétude  des  surfaces  gauches,  nous  rappel- 
lerons quelques  formules  de  Géomélrie  analytique. 
Soient 

Ci)        x  =  x'-i-rx',      y=y-r-i"^',      z  =  z'^\'i 

les  équations  de  deux  droites,  où  a,  [i,  y,  a',  |i>',  y'  désignent 
les  cosinus  qui  servent  à  définir  leur  direction  et  où  A,  )/ 
désignent  les  distances  du  point  X,  Y,  Z  au  point  ^,  y,  z  ou 

r'     k'     -' 

La  plus  courte  distance  de  ces  droites  est  donnée  par  la 
formule 

\  x  —  x'    y— y'    z  —  z' 

•  3)  5==-^l  a  [i  Y 

sinV 

i  -.'  '3'  ./' 

I  ^  i^  Y 

formule  où  V  désigne  leur  angle;  d'ailleurs 

(4)  ^inn^=2(3Y'_Y3')^. 

Les  angles  que  fait  la  plus  courte  distance  o  avec  les  axes  ont 
pour  cosinus 

,..  Py'-t3'       Y^'-^t'       ^?'-8a' 

(3)  : — Ï7 — ^       ■ : — ît — >        ;     ^7 

'  sinV  sin\  sinV 
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Les  points  où  la  plus  courte  distance  rencontre  chacune  des 
droites  sont  donnés  par  les  formules 


\  (:r' —  x){oi.  —  a'cosV) 


1       ~^  sin2V 

(6)  \ 

I  ^^(x'—  x)(o(.  —  a'cosV) 

f   X  =  a:  —  a ^^^r- ,  

\  sin^Y 

Une  su/face  gauche,  ou  plus  généralement  une  surface 
réglée,  est  engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite  qui 
porte  lenomde^e^/e/'a^/'/ce.  On  réserve  plus  particulièrement 
le  nom  de  surfaces  gauches  aux  surfaces  réglées  non  dévelop- 
pables.  Ce  qui  dislingue  la  surface  développable  des  autres 
surfaces  réglées,  rappelons-le,  c'est  ique  la  distance  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  est  du  troisième  ordre  et  que 
(ce  qui  est  une  autre  manière  d'expiùmer  la  chose)  les  géné- 
ratrices sont  tangentes  à  une  même  courbe. 

Nous  représenterons  une  surface  gauche  par  les  équations 
d'une  génératrice,  à  savoir 

(7)  X  =  ^-^Àa,         Y=7-^X?,         Z=z-r-l'i. 

x,y,  z  seront,  ainsi  que  a,  ^,  v,  fonctions  d'un  même  para- 
mètre \K,  qui  sera  l'arc  de  la  courbe  décrite  par  le  point  .r,  y. 
z.  Nous  appellerons  cette  courbe  la  directrice  et  le  point  x, 
y,  z  s'appellera  le  point  M.  a,  [j,  v  seront  les  cosinus  dire«- 
teurs  de  la  génératrice,  alors  A  sera  la  distance  du  point 
^l[x^  y,  z)  au  point  X,  Y,  Z  ou  ?7i.  Dans  ce  qui  va  suivre, 
UL  sera  l'arc  de  directrice  et  les  dérivées  relatives  à  \x  seront 
désignées  par  des  accents. 

x',  y,  z'  seront  alors  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente 
à  la  directrice. 

La  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  voisines  fait 
avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont,  en  vertu  de  (5\ 

Py'— Y?'       yi'—a'('       a3'— Sa' 
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ç>'  désignant  le  rapport  de  l'angle  de  deux  génératrices  infi- 
niment voisines  r/'^  à  l'arc  du,.  Il  en  résulte  que  la  direction 
a',  (3',  v'  est  à  la  fois  perpendiculaire,  i"à  la  plus  courte  dis- 
lance de  deux  génératrices  voisines;  i"  à  la  génératrice,  car. 

^  a-  étant  éi;al  à  i,   >  aa'=:o.  Cette  direction  est  celle  de 

la  normale  à  un  plan  |)a>sant  par  la  génératrice  et  la  plu? 
courte  distance  de  deu\  génératrices  voisines;  ce  plan  porte 
le  nom  àc plan  central;  ses  cosinus  directeurs  sont 

o!  3'  y'    ■ 


or 


^^    —  ^( i-'T  —  ÏP  ->■  —  ?' 

a!     3'    v' 
ainsi  les  cosinus  directeurs  du  idan  central  sont  —,■,—,,—,• 

o      o      o 

Le  |)oint  à  partir  duquel  se  compte  la  plus  courte  distance 
de  deux  génératrices  voisines  est  appelé /?o//j;  central,  et  le 
lieu  des  points  centraux  est  la  ligne  de  striction  de  la  surface. 

Le  point  central  sera  donné  par  la  formule  (6),  et  Ton  aura 

^  d.r  doL         \  x'  a' 


ch- 


donc  A,  la  distance  du  point  M  au  point  central  que  nous 
appellerons  O,  est  égale  à\  ^'^  — ,  cest-à-dire  égale  à  -7,  mul- 
tiplié par  le  sinus  de  langle  que  la  directrice  fait  avec  le  plan 
central;  posons  donc 


I    .  d-j.  sin  oj 

— ,  sin  (u  =  — — = 

o  do 


Si  la  directrice  est  normale  à  la  génératrice,  ce  que  l'on  est 
en  droit  de  supposer,  oj  devient  l'angle  du  plan  central  avec 

le  plan  tans^ent;   d'ailleurs   f/in.  =  — —,  0  désio:nant  la  plus 
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courte  distance  de  deux  génératrices  voisines-,  on  a  donc 


X  =  ^tangc 


Le  rapport  --7-  est  ce  que  l'on  appelle  le  paramètre  de  distri- 
bution ;  en  le  désignant  par  k,  on  a  la  relation  remarquable 


:«) 


\  =  k  tanj 


d'ailleurs  le  plan  central  est  évidemment  tangent  au  point 
central  à  la  surface.  La  distance  8  est  donnée  par  la  formule 


ou 


(9) 


dx     dy     dz 

0   =^ 

I 

/v                     0                    ., 

a        ,j        Y 
d%     d'^     ^Y 

0 
do  ~ 

I 

0'- 

x'    y    z 
a      p     Y 
a'     ?'     y' 

^k. 


Nous  allons  retrouver  ces  résultats  par  une  autre  voie. 

Cherchons  les  coefficients  directeurs  du  plan  tangent  au 


dZ 


d'L 


point  X,  Y^  Z  et  posons  p  =  — -,  ^  =  — ,  nous  aurons,  en 
différentiant  les  formules  (-), 


o  =  ^(7'+>^?': 


^(3'-Xy')-7^^ 


ÔY 
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2/1 1 


on  en  lire 


I        X  -T-  KOt.         OL 

o  y-n-x?'  ? 

P     ^'-^h'     Y 


o, 


X  -^  Aa 

a 

y+>^?' 

? 

v-xr 

T 

o  ; 


par  suile,  l'équalion  du  plan  langenl  au  point  X,  Y  ,  Z  devient, 
en  appelant  ^,  /,.  ^  les  coordonnées  courantes, 

-^(^  -  Z)[ay  -  py-r^  X(aP'-  |':ia')]  =0. 

Maintenant  prenons  la  génératrice  sur  laquelle  est  située  le 
point  X,  Y,  Z  pour  axe  des  Z;  en  d'autres  termes,  supposons 
a  ^o,  ^  =  o,  Y  ^  I.  Supposons  en  outre  que  le  point  ^,yi  ^ 
soit  à  l'origine  et  soit  [jrécisénicnt  le  point  central,  alors 
X  =  o,  Y  =  o,  Z  ==  A  ;  de  plus,  prenons  pour  axe  des  jc  la 
plus  courte  dislance  de  deux  génératrices  voisines,  alors  la 
direction  a',  [îi',  y' sera,  comme  nous  l'avons  vu,  perpendicu- 
laire à  l'axe  des  g  et  à  l'axe  des^  ;  on  aura  donc  a'=  o,  y'=  o. 
Enfin  rien  n'empêche  de  prendre  la  ligne  de  striction  pour 
lieu  des  points  x,  y,  z,  en  sorte  que  l'on  aura  j''=  o,  c'=  o  ; 
l'équation  du  plan  tangent  deviendra  alors 

-  ^X3'--T,;r'  =  o; 

il  passera  donc  par  l'axe  des  c,  ce  qui  était  évident  a  priori, 
et  si  l'on  appelle  co  l'angle  qu'il  fait  avec  les  plans  de  xz.,  qui 
est  le  plan  central,  on  aura 


tansrw 


X 


X  =  k  tangw; 


changeons  w  en  to  -f-  -  et  appelons  a,  la  nouvelle  valeur  de  A, 
on  aura 

X,: 

d'où  l'on  tire 


k 
lanj;  w  ' 


XX,=.-yl^ 

L   —  Traité  cVAnaljse,\\l- 


il) 
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On  peut  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Les  points  de  conlacl  de  deux  plans  rectangulaires^ 
tangents  su  liant  une  même  génératrice,  forment  deux 
divisions  en  involution  et  le  produit  des  distances  des  deux 
points  de  contact  au  point  central  est  constant. 

II.  —  Propriétés  du  plan  tangent. 

Soient  0^1,  O'M'  deux  gént-ratrices  voisines,  00'=  )■  leur 
jjjus  courte  distance,  OJM  =  a;  par  le  point  O  menons  OP 

Fig.  8. 


parallèle  à  O'M'  et  par  le  point  M  le  plan  MPM'  perpendicu- 
laire à  O'M'. 

1°  Le  plan  central  est  tangent  au  plan  central  O. 

En  effet,  ce  plan  contient  deux  tangentes,  à  savoir  :  la  géné- 
ratrice OM  et  la  ligne  00'. 

2°  Le  plan  passant  par  0\I  et  MM'  est,  pour  raison  ana- 
logue, le  plan  tangent  en  M;  Tangle  en  M'  du  triangle  MPM' 
est  l'angle  w  que  fait  le  plan  tangent  en  M'  avec  le  plan  cen- 
tral :  on  aura,  en  outre,  31'P^o;  donc 


MP  =  0  tangw; 


or  MP  =  A  d's,  :  donc 


(') 


À  =  -T-  tanfïw.         ou         ).  —  /i  taiiirw, 


ainsi  que  nous  l'avons  vu  plus  haut. 
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Dans  une  surface  développable,  o  est  du  troisième  ordre; 

-y-  est    donc   nul,   le   paramètre  de  distribution    est    nul   et 
do  ' 

(0  =  -;  le  plan  tangent  est  donc  le  même  tout  le  long  d'une 

génératrice. 

3"  La  formule  (i)  montre  que  le  j)lan  tangent  varie  tout 
le  long  d'une  génératrice;  à  l'infini  il  est  perpendicidaire 
au  plan  central;  il  tourne  donc  de  180" dans  tout  son  parcours 
et  se  confond  avec  le  plan  central  quand  il  est  tangent  au 
point  central. 

4"  Tout  plan  passant  par  une  génératrice  est  tangent 
(fuelque  part  sur  cette  génératrice  en  un  point  donné  par 
la  formule  (i). 

^^  Il  n'est  tangent  qu  en  un  seul  point  sur  cette  généra- 
trice. 

6"  Lorscjue  deux  surfaces  gauches  ont  une  génératrice 
commune,  elles  ont  deux  plans  tangents  communs. 

Soit,  en  effet,  0  l'angle  que  fait  un  plan  quelconque  passant 
par  la  génératrice  commune  avec  un  plan  fixe  passant  par 
cette  génératrice;  soient  x  et  x'  les  abscisses  des  points  où  il 
est  tangent  à  l'une  et  à  l'autre  surface,  comptées  à  partir  d'un 
point  fixe  sur  la  génératrice,  on  a 

j~  =  n  -T-  k  langC)  -f-  a)  =   a  -^  le 


x'  —  a'  -^  A'tang(6  ■+-  a')  =  a' -^  k 


1  —  langO  tang  X 
,    langO  -^  tanga' 
I  —  laiiirb  tant:  a'  ' 


si  l'on  élimine  H  entre  les  équations,  on  obtient  entre  x  et  x' 
une  relation  de  la  forme 


V  =  o  ; 


les  points  de  contact  décrivent  donc  deux  divisinos  homogra- 
phiques;  les  points  doubles,  au  nombre  de  deux,  sont  des 
points  pour  lesquels  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces 
coïncident. 
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'j°  Deux  surfaces  gauclies  qui  ont  trois  plans  tangents 
communs  en  trois  points  cVune  même  génératrice  ont  tou- 
jours le  même  plan  tangent  tout  le  long  de  cette  généra- 
trice. 

En  effet,  les  points  de  contact  d'un  même  plan  dans  les 
deux  surfaces  forment  deux  divisions  homographiques  :  les 
points  de  contact  ne  peuvent  coïncider  qu'aux  points  doubles; 
s'il  y  a  plus  de  deux  points  doubles,  les  deux  divisions  sont 
coïncidentes  et  tous  leurs  points  sont  doubles  :  donc,  etc. 

c.  Q.  F.  D. 

III.  —  Paraboloïde  de  raccordement. 

Théorème.  —  Si,  par  tous  Les  points  d^ une  génératrice 
d'une  surface  gauche  on  mène  des  normales  à  la  surface, 
toutes  ces  normales  engendrent  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique àii pai-aboloïde  des  normales. 

En  effet,  prenons  la  génératrice  en  question  pour  axe  des  ^, 
le  point  central  pour  origine,  le  plan  central  pour  plan  des 
zx  et  deux  autres  plans  de  coordonnées  achevant  avec  celui-ci 
un  système  rectangulaire. 

Les  équations  d'une  normale  seront 

^  =  A,  ^—  =  — ^  cotto, 

X 

to  désignant  l'angle  que  le  plan  tangent  fait  avec  le  plan  cen- 
tral. Or  on  a,  en  appelant  A"  le  paramètre  de  distribution, 

À  =  /c  tangoj  : 
en  éliminant  A,  on  a 

z  =  k  tango»,         —  =  —  colo), 

ou,  en  faisant  le  produit, 

y 

z-  = — A-         ou         zy=—l>:x. 
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On  reconnaiL  immédiatement  un  paraboloïde  dont  les  plans 
directeurs  sont  précisément  le  plan  des  zx  et  le  plan  des  zy, 
c'est-à-dire  le  plan  central  et  le  plan  perpendiculaire  passant 
par  la  génératrice.  On  voit,  de  plus,  cjiie  le  point  central  est 
le  sommet  du  paraboloïde  en  question,  qui  est  équilatère. 

Si  Ton  fait  tourner  de  90"  le  paraboloïde  en  question,  ses 
génératrices  normales  à  la  surface  deviendront  tangentes,  et 
dans  cette  position  il  sera  tangent  à  la  surface  tout  le  long 
d'une  même  génératrice;  on  lui  donne  alors  le  nom  de  para- 
boloïde de  racco/rleme/it. 

Le  point  central  est,  comme  l'on  voit,  le  sommet  du  para- 
boloïde de  raccordement. 


IV.  —  Cônes  et  cylindres  circonscrits. 

Un  cône  circonscrit  à  une  surface  réglée  ayant  le  même 
plan  tangent  que  cette  surface  le  long  de  la  courbe  de  con- 
tact, si  nous  considérons  un  point  jNI  de  la  courbe  de  contact, 
le  plan  tangent  commun  en  M  contiendra  la  génératrice  du 
cône  et  celle  de  la  surface. 

Pour  circonscrire  un  cône  à  une  surface  gaucbe,  le  sommet 
étant  donné  en  5,  on  fera  passer  par  le  sommet  s  et  par 
cliaque  génératrice  un  plan  et  on  chercbera  le  point  de  con- 
tact de  ce  plan.  C'est  alors  que  la  considération  du  parabo- 
loïde de  raccordement  deviendra  utile,  puisque,  au  lieu  de 
chercher  le  point  de  contact  sur  la  surface,  il  suffira  de  le 
chercher  sur  le  paraboloïde,  dont  les  propriétés  sont  en 
général  beaucoup  mieux  connues. 

Mais  considérons  les  traces  des  plans  tangents  menés  par 
le  point  s  sur  un  plan  quelconque;  ces  traces  sont  les  per- 
spectives des  génératrices  de  la  surface  ;  ce  sont  aussi  les  tan- 
gentes à  la  base  du  cylindre  circonscrit  considérée  sur  le  plan 
de  perspective.  Il  en  résulte  que  : 

Les perspecth'es  des  génératrices  enveloppent  le  contour 
apparent  de  la  surface. 
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Ce  que  nous  avons  dit  d'un  cùne  circonscril  est  vrai  à  la 
limite  pour  le  cylindre  circonscrit;  donc  : 

Les  projections  des  généralrices  sur  un  plan  quel- 
conque enveloppent  le  contour  apparent  de  la  surface. 

V.  —  Surfaces  réglées  à  plan  directeur. 

Supposons  que,  par  un  point  de  l'espace  ou  même  des 
parallèles  à  toutes  les  génératrices  d'une  surface  gauche,  on 
formera  un  cône  dit  cône  directeur  de  la  sui'face.  (On 
obtient  très  facilement  l'équation  de  ce  cône  quand  la  sur- 
face est  donnée  par  les  équations  de  ses  génératrices.)  Ce 
cône  directeur  est  évidemment  le  cône  des  directions  asym- 
ptotiques  de  la  surface;  une  surface  gauche  est  en  général 
déterminée  par  son  cône  direcleur  et  deux  directrices  sur 
lesquelles  la  génératrice  est  assujettie  à  s'appuyer. 

Lorsque  le  cône  direcleur  se  réduit  à  un  plan,  on  dit  que 
la  surface  est  à  plan  directeur  ;  dans  ce  cas  la  surface  est 
gauche,  c'est-à-dire  que  la  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  infiniment  voisines  est  du  premier  ordre.  Le 
type  de  ces  surfaces  est  le  paraboloïde,  qui  possède  deux 
plans  directeurs. 

Le  contour  apparent  de  la  surface  sur  son  plan  directeur 
est  manifestement  la  projection  de  la  ligne  de  striction.  En 
effet,  le  point  o\x  se  compte  la  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  voisines  se  projette  sur  l'intersection  des  projec- 
tions de  ces  deux  génératrices. 

VI.  —  Symptômes  auxquels  on  reconnaît  qu'une  surface  est  réglée. 

Si  une  surface  est  réglée,  son  cône  directeur  a  ses  généra- 
trices parallèles  à  celles  de  la  surface;  or  ce  cône  directeur 
est  le  cône  des  directions  asymptoliques;  son  équation  est 
donc  facile  à  écrire.  Si  l'on  transporte  le  sommet  de  ce  cône 
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en  un  poinl  de  la  surface,  il  la  rencontrera  suivant  une  géné- 
ratrice au  moins  (en  la  supposant  engendrée  par  une  droite), 
l'^nfin,  si  l'on  observe  (jue  le  plan  tangent  en  ce  point  contient 
la  génératrice,  il  arrive  que,  en  chaque  point  de  la  surface, 
les  génératrices  sont  données  par  le  plan  langent  et  le  cône 
des  directions  as}'niploti(|ues;  mais  il  est  bon  d'ajouter  que 
ces  deu\  surfaces  peuvent  donner  aussi  des  droites  non  con- 
tenues sur  la  surface. 

Celte  méthode  sera  en  gi-iK-ral  plus  simple  ([ue  celle  ([ui 
consisterait  à  vérifier  si  la  droite 

ar  =  a  •:  -J-  a,  r  —  b  z  4-  fj 

|)eul  rencontrer  la  surface  de  manière  à  se  confondre  avec 
elle,  A  cet  effet,  on  éliminerait  x  ely  entre  ces  équations  et 
celle  de  la  surface;  on  verrait  ensuite  si  l'on  peut  choisir 
(I ,  a,  A,  fj  de  manière  que  l'équation  en  :;  soit  identiquement 
satisfaite  (quel  (jue  soit  :;). 

La  même  méthode  permet  aussi  de  reconnaître  si  une  sur- 
face contient  des  droites. 

TuKOKÈME  1.  —  Lue  surface  cVoidre  m  ne  pctil  t'ire 
coupée  par  un  plan  suhant  plus  de  ni  droites. 

Théorème  II.  —  Pci)-  un  poinl  d'une  surface  il  ne  peut 
passer  trois  droites  appartenant  à  cette  surface^  à  moins 
(pie  ce  point  ne  soit  singulier  ou  que  les  droites  ne  soient 
contenues  dans  un  même  plan. 

Car  sans  quoi,  en  ellet,  le  trièdre  avaut  pour  arêtes  ces 
droites  aurait  ses  trois  faces  tangentes  en  un  même  point  à 
la  surface.  Il  n'y  aurait  donc  pas  un  lieu  plan  de  tangentes. 

Un  autre  moyen  de  s'assurer  si  une  surface  est  réglée  con- 
siste à  voir  si  ses  coordonnées  satisfont  à  une  équation  aux 
dérivées  partielles  que  nous  allons  chercher. 

Mettons  les  équations  des  génératrices  sous  la  forme 

(i)  x=^az-r-0L,         y=bz  —  '^, 
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et  différenlions  en  laissant  constant  le  paramètres  qui  entre 
clans  a,  b,  a,  [j.  Appelons  /?,  q  les  dérivées  premières  de  z, 
puis  A',  .s-,  t  ses  dérivées  secondes,  enfin  u,  v,  (v,  ui  ses  déri- 
vées troisièmes,  nous  aurons 

'i. )  dx  =  a  dz,         dy  =^  b  dz\ 

or,  on  a 

dz  —  p  dx  —  q  dy, 

d'où,  en  éliminant  d.r,  dy^  dz, 

(3)  i  =  ap  ^  bq. 

DifTérentions  encore  en  laissant  -:  constant,  nous  aurons 

o  =  a  dp  -+-  b  dq 
OU 

o  =  a{r  dx  ~t~  s  dy)  -i-  b(s  dx  +  t  dy); 

or,  en  vertu  de  (2),  dx  et  dy  sont  proportionnels  à  a  el  b; 
donc  cette  formule  donne 

(4)  a^-r-i-iabs  -^  b^-t  =  0. 

Différenlions  encore  en  laissant  t  constant,  nous  aurons 

a-  dr  -r-  lab  ds  -H  b-  dt  --o 
ou  bien 

a'-(u  dx  -t-  V  dy)  —  iab{v  dx  ■+-  w  dy)-^  b-{w  dx  -î-  ui  dy  )  =  o, 

c'est-à-dire,  en  remplaçant  dx  et  dy  par  a  et  b, 

(5)  a3  ii  4-  3a-6('  H-  'iab'-w  -1-  b^  ui  =  o. 

En  éliminant  a  et  b  entre  (4)  et  (5),  on  aura  l'équation  diffé- 
rentielle cherchée,  qui  est  du  troisième  ordre. 

Enfin,  voici  un  critérium  qui  pourra  éviter  des  recherches 
superflues  :  quand  une  surface  est  algébrique,  elle  ne 
peut  être  gauche  que  si  sa  classe  est  égale  à  son  degré. 

Pour  établir  cette  proposition,  considérons  une  surface  S 
d'ordre  m  qui  soit  gauche,  coupons-la  par  une  droite  D,  cette 
droite    \à    rencontrera   en    m    points    «,,   «o»    •••>   ^'/«   pai' 
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lesquels  passent  des  génératrices  Gi,  Go,  —  Gm\  les/»  plans 
qui  passent  par  D  et  par  G,,  Gi,  .  •■,  Gm  sont  tangents 
([uelque  })art.  Je  dis  que,  par  la  droite  D,  on  ne  peut  pas 
en  mener  d'autres  et,  par  suite,  la  surface  m  est  bien  de  la 
classe  ni. 

En  effet,  si  par  la  droite  D  on  pouvait  mener  un  plan  P 
tangent  à  la  surface  S  ne  contenant  aucune  des  génératrices 
G(,  G2,  .  .  .,  Gm,  le  plan  P  couperait  la  surface  suivant  une 
courbe  et  une  génératrice  H  qui  rencontrerait  D  nécessaire- 
ment en  l'un  des  points  «,,  r/o,  ...  et  se  confondrait  avec 
une  des  génératrices  G,,  G^,  ...  ;  le  plan  P  se  trouve  donc 
parmi  les  m  plans  tangents  déjà  considérés.  Donc,  etc. 


VII.  —  Lignes  de  striction  des  surfaces  du  second  ordre. 

La  recherche  directe  de  la  ligne  de  striction  d'une  surface 
gauche  ou  du  point  central  d'une  génératrice  peut  être  diffi- 
cile, mais  on  peut  tourner  la  difficulté  en  suivant  la  méthode 
<jue  nous  allons  appliquer  à  l'hyperboloïde 

^"  -H  -^-^  —  -  =  1 
«2  "^  bi        c- 

Le  point  central  d'une  géneralrice  est  un  point  ou  le  plan 
tangent  est  perpendiculaire  au  plan  langent  à  l'infini.  Nous 
avons  donc,  pour  trouver  la  ligne  de  striction,  à  chercher  le 
lieu  des  points  où  le  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan 
tangent  à  l'infini  situé  sur  la  même  génératrice. 

Soit 

*^'^  a  3  Y  ' 

une  génératrice,  on  devra  avoir 
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quel  que  soit  A, 

ou 

(2) 

a- 

-t- 

yl 

C2 

(3) 

- 

6-2 

_  15^ 

c- 

(4) 

3!- 

a- 

^ 

62 

l! 

C2 

Le  plan  langent  à  l'infini  sur  la  génératrice  en  question  a  pour 
équation 

a-         b-         c- 

Exprimons  que  le  plan  tangent  eu  x^^^  id,  ^d,  qui  a  pour  équa- 
tion 

a^  b'^  c- 

lui  est  perpendiculaire,  nous  aurons 

^^  a'*    ^    b'    '^    &*'  "°- 

En  éliminant  a,  [j,  v  entre  cette  équation  (3)  et  (4),  on  a  l'une 
des  équations  de  la  ligne  de  striction;  l'autre  est  (2).  De  (5) 
et  (3)  on  tire 


—  _    •  •^"■'>^"  /j L  \ 

'         '''  •  a-^b-i\a-^        b-ij' 

et,  en  portant  les  valeurs  proportionnelles  à  a,  |j,  y  déduites  de 
là  dans  (4),  on  a 


>"-c2   \b-  "^  c-  / 


6'-c2   y 62        ci  J         C- a-  \  c-        a-/  a'-b-  \a'-        b- 

ou  encore 

c'est  l'équation  de  la  ligne  de  striction  que  nous  nous  propo- 
sions d'obtenir. 
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Quand  on  suppose  a  ^  h^  on  a 


201 


75 


o, 


ce  qui  donne  le  cercle  de  gorge;  Taulre  solution  est  cvideni- 
menl  étrangère  à  la  question. 

La  ligne  de  striction  du  paraboloïde  s'obtiendra  en  obser- 
vant que,  si  Ton  prend  pour  plan  des  xy  un  plan  directeur, 
la  projection  de  la  ligne  de  striction  sera  précisément  le  con- 
tour apparent  du  paraboloïde  sur  les  plans  des  xy^  pourvu 
que  l'axe  des  :;  soit  perpendicnlaire  au  plan  directeui-. 

Dans  le  paraboloïde  équilalère,  qui  est  un  conoïde  droit, 
la  ligne  de  striction  est  l'axe  même  du  conoïde,  c'est-à-dire 
une  génératrice. 

Ou  peut  remarquer  que,  dans  la  sphère  comme  dans  les 
cvlindres,  la  ligne  de  striction  est  indéterminée. 


VIII.  —  Étude  des  lignes  tracées  sur  les  surfaces  gauches. 

Reprenons  les  équations  d'une  surface  gauche 
(i)  X  =  3-  —  a),.         Y  =  j>-  —  ,'iÀ,         Z  =  -  —  v)>, 

et  rapj)elons  les  formules  suivantes 

Hv'_    -rft' 


(■'■• 


cos(o. x)  = 


Y 


(3)  o'2=2a'^ 

(4)  -V  =  distance  du  point  x,  y^  z  au  pouit  central  =  j ^  — ,- 

(5)  cosinus  de  l'angle  que  le  plan  central  fait  avec  -Or  =  —  j 

x'    y'     :. 


(G) 


A  = 
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on  trouve,  en  appelant  I  l'angle  de  la  génératrice  et  de  la  direc- 
trice, 


(7) 


^-^v=., 


'"'V=.+.x2=''"'+'-'2' 


=  H-  2X-y2A+  A-<^'-, 
\  aj;'        =  cosi, 


(8) 


/  =  o, 

m  =  —      x'  -T-  Xa'     y' 
a 


■)  011 

A  ij 


enfin  rappelons  que,  oj  désignant  l'angle  que  le  plan  tangent 
fait  avec  le  plan  central,  on  a 


I    ,        sinto 
A  =  k  tanorw. 


(9) 


11  est  souvent  avantageux  de  prendre  pour  directrice  la 

ligne  de  striction;  alors  il  faut  supposer  a)=:o,  A  ^  o,  et 

l'on  a 

L  =  i,         M  =  FM- X^cs'2,         R  =  cosI. 

I  est  alors  l'angle  de  la  ligne  de  striction  avec  la  génératrice; 
pour  la  ligne  de  striction  elle-même,  on  a 


M  =  i, 


dm. 


m 

'ôïx. 


R  =  cosI,         /  =  o, 


7?i  = sin  0, 

p  désignant  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  de  striction  et  () 
l'angle  du  plan  osculateur  de  cette  ligne  de  striction  avec  le 
plan  central. 
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La  courbure  géodésique  de  la  ligne  de  striction  sera  donnée 
par  la  formule 

?\>.     "  2  M /M  '^I-^  ^  2v/M   t^^-         y/ÂÏ   ^!-^' 
on  en  déduira 

cos6        d\ 

La  torsion  géodésique  —  est  donnée  par  la  formule 

-  =  '  [l'Hl  R  —Lrt  ^r  <x'  (IM  —  mL)  ^  [x'^irM  —  Km)]; 

i'        y/LM  —  R2 

pour  la  ligne  de  striction  on  a 

cosi  «inO' 


I  1      /,    ,.,       cosI  «inOX 


cette  formule  peut  encore  s'écrire 

r/0        I        A-i'-'  sinO 

(") 


cl[x        T        sini        ptangl 

Les  formules  (lo)  et  (ii)  ont  conduit   Laguerre,  comme 
nous  allons  le  voir,  à  une  remarque  fort  intéressante. 


IX.  —  Sur  quelques  surfaces  gauches  applicables  les  unes 
sur  les  autres. 

Soient 
(i)  X  =  x  -^  la,         Y  =  j-  ^  /?,  Z  =  z  ^  Àv, 

(2)  X  =  X,-r-Uu  Y=J',-X3,,  Z=^,-ÀYi 

les  équations  de  deux  surfaces  gauches;  appelons  L|,  M), 
N(,  ...  ce  que  deviennent  les  quantités  appelées  plus  haut 
L,  M,  IN,  ....  Quand  on  change  x,  y,  z,  a,  p,  v  en  x^,  j'i,  Zi, 
a,,  ^i,  y,,  les  surfaces  (i)  et  (2)  seront  applicables  si  Ton  a 

(p.  44) 

(3)  L  =  Li,        M  =  Mi,        R  =  Ri; 
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or  on  aura  R  =  R,  si  cosi  =  cosi,  ou  si  I  =  Ii.  Si  l'on  suppose 
que  les  deux  direclriccs  soient  les  lignes  de  striction  des  sur- 
faces, les  conditions  (3)  seront  vérifiées  :  i°  si  les  lignes  de 
striction  coupent  les  génératrices  sous  le  même  angle,  2°  si 
l'on  a  M  =  M,  ou 

car  L,  =  L  ^  I .  Cette  formule  peut  s'écrire 

'^Àf'j'sin  tu  —  o\  sinoji)  -^  A-(o'^  —  es',-)  —  o, 

et  pour  que  ceci  ait  lieu,  quel  que  soit  A,  il  faut  que  (o  =  to, 
et  'i'=::  '.p', .  Ainsi  : 

Deux  surfaces  gauches  seront  applicables  l'une  sur 
r  autre,  génératrice  sur  génératrice,  si  les  lignes  de  stric- 
tion coupent  les  génératrices  sous  le  même  angle,  si  les 
paramètres  de  distribution  sont  les  mêmes,  et  si  aux  points 
correspondants  les  plans  tangents  font  des  angles  égaux 
avec  les  plans  centraux.  (On  peut  remplacer  les  paramètres 
de  distribution  par  les  angles  cp'.) 

Maintenant  reprenons  les  formules  (10)  et  (11)  du  para- 
graphe précédent 


(•) 


supposons  que  l'on  déforme  une  surface  gauche  en  conser- 
vant la  rectitude  des  génératrices,  I,  cp',  k'  restant  les  mêmes 
ainsi  que  pi.  Le  0,  le  p  et  le  T  de  la  ligne  de  striction  seront 
toujours  liés  par  les  équations  précédentes,  et  les  équations 
permettront  de  trouver  toutes  les  surfaces  appli(;ables  (géné- 
ratrice sur  génératrice).  La  ligne  de  striction  sera  alors  l'in- 
connue à  déterminer. 

Si,  avec  M.   Laguerre,  nous   supposons  que  l'on   veuille 
toutes  les  surfaces  gauches  applicables  (génératrice  sur  gêné- 


d\        cosO 
d[j.           p 

d%          I         /-o'2 
dix        T        sin  I 

sine 
^  p  Lan- 1 
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ralrice)  sur  un  h}perboloïde  de  révolution,  il  faudra  supposer 

l=:const.,   A"^const.,  (p'=const.;   alors  la   première  îles 

équations  (i)  donne 

cos6 

—  ="' 

et,  comme  o  n'est  pas  infini,  cosf)=o  ou  ^=  -j  la  ligne  de 
striction  est  géodésiquo  ;  la  deuxième  équation  ( i)  donne  alors 

B 


T^-^ 


t" 


\  et  B  désignant  deux  constantes.  On  voit  fjue  : 

Les  surfaces  applicables  i généralricc  sur  génératrice) 
sur  un  liyperbuloïde  de  résolution,  jouissent  de  cette  pro- 
priété curieuse  que  leurs  lignes  de  striction  sont  telles 
qu  il  existe  une  relation  linéaire  entre  leurs  courbures  et 
leurs  torsions. 

M.  Bertrand,  comme  nous  le  verrons  un  peu  plus  loin,  a 
rencontré  ces  courbes,  telles  qu'entre  leur  courbure  et  leur 
torsion  il  existe  une  relation  linéaire;  ce  sont  les  seules  dont 
la  normale  principale  puisse  servir  de  normale  princi|)ale  à 
une  autre  courbe. 

Nous  signalerons,  parmi  les  surfaces  gauches  applicables 
les  unes  sur  les  autres,  les  surfaces  de  Poncelet  qui,  dans  le 
mouvement  d'un  corps  solide,  sont  les  lieux  des  axes  instan- 
tanés dans  le  corps  lui-même  et  dans  l'espace  absolu. 


X.  —  Théorème  de  M.  0.  Bonnet. 

M.  O.  Bonnet,  dans  le  tome  LVII  des  Comptes  rendus  de 
l  Académie  des  Sciences,  a  démontré  que,  si  deux  surfaces 
gauches  étaient  applicables  Vune  sur  l'autre,  les  géné- 
ratrices de  l'une  s\ippliquent  nécessairement  sur  les  géné- 
ratrices de  l' autre. 
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Pour  démontrer  celle  proposition,  nous  mettrons  les  ds- 
des  deux  surfaces  sous  la  forme 

ds'  =  A  dJ.  d\x. 

Nous  montrerons  ensuite  que  le  rapport  -r-  qui  détermine  la 

génératrice  recliligne  ne  dépend  que  de  A;  il  sera  alors  le 
même  pour  les  deux  surfaces,  et  les  génératrices  des  deux  sur- 
faces s'appliqueront  l'une  sur  l'autre  en  même  temps  que  les 
lignes  coordonnées. 

Lorsqu'une  surface  est  gauche,  il  y  a  une  ligne  tracée  sur 
la  surface  et  telle  que  l'on  a 

d'-y  dz  —  d'-z  dr  =  o, 
d'-z  dx  —  d-x  dz  =0, 
d-  X  dy  --  d^y  dx  =  o 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

d-^x  _  d'-y  _  d-z 
dx  dy  dz  ' 

c'esl  la  génératrice  de  la  surface,  Tune  de  ces  équations  pou- 
vant d'ailleurs  être  remplacée  par  l'équation  de  la  surface. 
Ces  équations  peuvent  s'écrire 


dr-  '^'- 

d'^x     ,,     ,          d^-x    ,   , 
4-  2    .    ,     dh  d<j.  H — -—  au- 
dk  d\x                    d]j.^ 

dx    ,,         dx    , 
-^  dk^  —  d[x 
dk               dix 

et 

l'on  en  déduit 

(0 

'V'  d-x  dx    ,,  „ 

•%r^   à^x    dx    ,,     ,         v^  à^x  dx    ,   , 

^m^-'-^vri'^'^ 

or 

on  a 

\r^  /àx\-  v^  / àx\-  \^  dx  dx 
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d'où  l'on  lire 


v-1  d-x  dx 
2d  d\-^  d\ 

=  0, 

^  ^2  X  dx 
^  d\  d\x  dk 

=  0, 

•^  d-x  dx 
jLi'd^x''-  ~dîx 

=  0. 

^  d-^x  dx 
^  dl  dix  dix 

=  0, 

■^  d-x  dr 
^  dh-   d\x 

d\ 

"^   dl^ 

y^  d-  X  dx 
^    d'x^     dK 

~  d'x 

Portant  ces  valeurs  dans  (i),  on  trouve 

1  c).V    ,         I  dS.   „ 
—  -—  cl\x  =  -     ^  dk  ; 
A  dix     '         A    t^A 

c'est  ré([ualion  (jui  détermine  le  rapport  -j^  pour  une  géné- 
ratiice,  et  comme  l'on  en  tire 

dl  _  d\  ^  d\ 
dix  ~  dix  '   dA  ' 

on  voit  que  la  direction  de  la  génératrice  est  la  même  dans 
toutes  les  surfaces  gauches  applicables  les  unes  sur  les  autres. 

c.   o.   F.   n. 

Keaiauque.    —  Si  l'on  considère  1  équation 

A  =  const.. 

elle  représente  une  série  de  lignes  pour  lesquelles  le  rapport 
-y-  est  donné  par  la  formule 

à\  d\ 

— ^  «A  H «a  =  o. 

dA  du     ' 

tandis  cpie  le  même  rapport  pour  les  génératrices  est  donné 

par  la  formule 

d\  ^.       d\   , 

— ^  «A f/u  =  o: 

dl  dix     '  ' 

les  lignes  en  question  forment  donc  avec  les  génératrices  et 
les  lignes  coordonnées  un  faisceau  harmonique. 

L.  —  Traite  d'Analyse,  VII.  17 
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Le  théorème  de  M.  O.  Bonnet  donne  une  grande  impor- 
tance aux  théorèmes  qui  ont  été  établis  au  paragraphe  pré- 
cédent. 

XI.  —  Lignes  géodésiques  des  surfaces  gauches. 

L'équation  générale  des  géodésiques  est  [p.  112,  for- 
mule (18)] 

d  i  ir         .\        àL/dly-  àR  dl  da        dM  /  dix 

.  ^  (A cosO  =  ^  (tt^j  +  '^  ^  ^  ^-  +  ^:  (^, 

si  l'on  observe  que 

L  =  i,         R=ya.r',         M  =  i  ^  2  AX'^'2  +  X^cp'^, 
cette  équation  devient 

.   .  di     [diJ.y-  ^     ,     ,, 

,         do 
et,  comme  9  =  -j^? 
'  '         d\x 

.     ,  di  _  do''-  .  ■)  •._  d'f  du.  d^  ,  .        -^ 

ds        ds'^  d[x   ds    ds 

Or,  en   appelant  to  l'angle   que  le   plan  central  fait   avec  le        ] 
plan  tangent,  et  en  supposant  que  [j.  soit  l'arc  de  la  ligne  de        J 

striction,  ).  =  A  et  A  -^  =  sin  oj  ;  on  a  alors  I 

.     .  di  .        do  dix 

—  sin  i  -y-  =  2  sin  10  — --  —7- 

as  d\x  ds 

ou  encore 

—  sin  i  di  ^^  2 sin  w  c/cp 

ou  enfin 

(a)  c?t  sint -h  2C?ç  sino)  =  o  : 

telle  est  l'équation  des  lignes  géodésiques;  il  ne  faut  pas 
oublier  que  i  est  l'angle  que  fait  la  géodésique  avec  la  géné- 
ratrice. 
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Il  ne  paraît  pas  possible  d'inlégrer  d'une  façon  générale 
1  équation  des  lignes  géodésiques,  même  en  employant  la 
méthode  de  Jacohi. 

Néanmoins,  il  est  permis  de  tirer  quelques  conséquences 
importantes  de  l'équation  (y.);  cette  équation  montre,  en 
cflt't,  que  si  di  =  o,  on  a 

d'^  =  o  riu  sin  o^  =  o, 

ce  qui  signifie  que  : 

Si  une  géodésiqiie  coupe  les  génératrices  sous  un 
angle  i  constant,  les  génératrices  restent  parallèles  à  une 
même  droite,  ou  bien  son  pjlan  tangent  est  le  même  tout 
le  long  d' une  génératrice  ;  donc  : 

Si  dans  une  surface  réglée  une  seule  géodésique  ren- 
contre les  génératrices  sous  un  angle  constant,  celte  sur- 
face est  développable,  et  alors  évidemment  toutes  les  géo- 
désiques jouissent  de  la  même  propriété,  puisque,  après  le 
développement  de  la  surface,  les  géodésiques  doivent  se 
transformer  en  lignes  droites:  il  est  clair  alors  que  la  déve- 
loppable  doit  se  réduire  à  un  crlindre. 

XII.  —  Lignes  asymptotiques. 

Les  lignes  asymptotiques  ont  poiu'  équation 

/  f/À-  -^  i.  r  cf/.  cix  -r-  m  du-  =  o, 

c'est-à-dire  en  remplaçant  /,  /•,  m  par  leurs  valeurs  et  en 
supprimant  la  solution  ;j.  =  cojist..  qui  donne  les  généra- 
trices 

nk-zJ-di.  — (^  A  -7-  'iB/.  -+-  C/.-;c?;jt  =  o: 

A,  A.,  B,  C  ne  contiennent  pas  A;  celte  é-juation  est  donc  de 
la  forme  ^ 

(i)  ,-  =  G  —  2HÀ  —  KÀ^: 

dix     • 
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c'est  une  de  celles  que  l'on  sait  intégrer  quand  on  en  con- 
naît une  solution.  Cette  remarque  est  due  à  M.  O.  Bonnet. 
Lorsque  la  directrice  est  une  ligne  asymptotique,  G  =  o 
et  A  =  o,  alors  (i)  prend  la  forme 

dix 

formule  que  l'on  sait  toujours  intégrer. 

Les    équations    des    tangentes   aux   lignes    asymptotiques 
sont 

X  —  .r  —  aX  Y  -  y  -  fA  Z  —  z-  -[l 


et  on  peut  les  écrire  comme  il  suit 

X  -x  —  xl       _        Y  —y  —  ^l        _        Z  —  z  —  yX 
P-+--2QX  +  RX^  "  P'^2Q'X-^R'>7^  ~  P"^2Q"X  -^  R"X2  ' 

P,  P',  P",  .  .  .  désignant  des  fonctions  de  [jl  seul.  L'élimina- 
tion de  ).  fera  connaître  le  lieu  des  tangentes  aux  lignes 
asymptotiques  tout  le  long  d'une  génératrice.  Pour  faire 
cette  élimination,  on  égalera  la  suite  des  rapports  précédents 
à  s,  et  l'on  aura 

t    X  —  .r  —  Ps  —  aX  ^2QXs   —  RX^5   =  o, 

(A)  ]  Y— j  — P'5  —  !3X  — aQ'X^  — R'X25  =o, 

(    Z—z  —  V"  s  —  '(k—  >  Q"  X  s  —  R"  X  3  5  =  o  ; 

on  peut  obtenir  une  équation  qui  ne  contienne  plus  A-;  pour 
cela,  il  suffit  d'observer  que  R,  R',  R"  sont  de  la  forme  G  a, 
G^,  Gy;  en  multipliant  alors  la  première  formule  par  a'  la 
seconde  par  [^'  et  la  troisième  par  y',  et  en  ajoutant  après 
avoir  observé  que  aa'-j-  [3jj'  +  yy'  =  o,  on  trouve  un  résultat  J 
de  la  forme  ' 

(13)  T  —  P"'.ç  — X  — 2Q"'X5  =o, 

T  désignant  une  fonction  linéaire  de  X,  Y,  Z  dont  les  coef- 
ficients ne  dépendent  que  de  ^  et  P'",  Q'"  des  nouvelles  fonc- 
tions de  u.  seul.  Des  équations  (A)  et  (B)  on  tire  pour  s,  J, 
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A5  el  ).-5  des  valeurs  Ibnctions  linéaires  de  X,  V,  Z;  en  éga- 
lant alors  la  valeur  de  \s  au  produit  des  valeurs  de  X  et  de  5, 
on  a  une  équation  du  second  degré  en  X,  Y^  Z;  cette  équa- 
tion ne  peut  représenter  qu'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  un 
paraboloïdehvperboliqueou  leurs  variétés.  Donc,  en  général, 
les  tangentes  aux  asytnptotiques  d'une  surface  gauche 
menées  par  tous  les  points  cV  une  même  génératrice  forment 
un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Il  est  facile  de  voir  que  cet  hyperboloïde  est  osculateur  de 
la  surface  gauche  tout  le  long  de  la  génératrice  commune; 
cela  résulte  du  théorème  plus  général  que  voici  : 

Deux  surfaces  tangentes  tout  le  long  d'une  ligne  de 
longueur  finie  et  qui  ont  tout  le  long  de  cette  ligne  mêmes 
directions  asymptotiques,  ou  plus  généralement  même 
indicatrice,  sont  osculatrices  le  long  de  la  ligne  de  con- 
tact. 

.^  rr  •  .         dz       dz        d-Z  ]       ] 

Ln  eliet,  soient  p,  (i.  r.  s,  t  les  — ?  -— ?  — :'  •  •  •  tle  la  pre- 

mière  surface,/?',  q',  /*',  s',  t'  ceux  de  la  seconde,  on  a 

(A')  ,P=P\        g  =  9, 

et  comme  les  indicatrices  ont  pour  équations 

W  -f-  2XY5  -I-  Y^^  =1, 
X2  /•'  -i-  2  X  Y  s'  —  Y2  /'  =  I , 

pour  que  ces  deux  indicatrices  soient  identiques  (c'est-à-dire 
semblables),  il  faut  qu'il  existe  une  quantité  A",  telle  que 

(B')  r  =  kr'.         s  =  ks',         t  =  kt' ; 

les  formules  (A'),  (B')  ont  lieu  tout  le  long  d'une  ligne. 
Soient  dx,  cly  des  accroissements  subis  par  x,  j' quand  on  se 
déplace  le  long  de  cette  ligne,  les  formules  (A')  donnent 

/•  dx  -H  s  dy  =  /■'  dx  -~  s  dy' . 

Remplaçant  /■  et  s  par  kr  et  ks.  on  a  évidemment  k^i\ 
/?,  q,   ;•,  5,  t  étant  égaux  à/?',  ^',  /■',  5',  /',  les  surfaces  ont 
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mêmes  rayons  de  couibiire  principaux  toullelong  de  laligne 
commune.  c.   o.   f.    d. 

L'hyperboloïde  oscillateur  dont  nous  venons  de  signaler 
l'existence  pourra  être  construit  dès  c|ue  l'on  saura  mener 
des  tangentes  à  trois  asymptotiques  aux  points  où  elles  ren- 
contrent la  génératrice  de  la  suiface. 

Si  la  surface  gauche  est  à  plan  directeur,  riiyperboloïde 
osculaleur  dégénère  en  paraboloïde  et  devient  paraboloïde 
de  raccordement.  En  efïét,  il  est  facile  de  voir  que.  quand  on 
prend  y  ^o,  léquation  des  lignes  asymplotiques  est  seule- 
ment 

et  C  ^  o  ;  cette  équation  est  linéaire,  et,  par  suite,  toujours 
intégrable  par  les  quadratures. 

Quant  aux  équations  (A),  elles  ne  contiennent  plus  de 
termes  en  \-;  on  peut  en  tirer  immédiatement  ).,  s  et  \s  en 
fonctions  linéaires  de  X  —  x,  Y  — ■  j',  Z  —  :;.  Soient  U,  V,  W 
ces  fonctions  linéaires,  l'équation  du  lieu  des  tangentes  aux 
a.symptotiques  est 

UV  =  W  : 

c'est  Téquation  d'un  paraboloïde  hyperbolique. 

Le  paraboloïde  de  raccordement  et  le  paraboloïde  oscula- 
leur doivent  coïncider,  car  on  ne  peut  évidemment  con- 
struire qu'un  seul  paraboloïde  tangent  à  la  surface  tout  le 
long  d'une  génératrice^  ce  paraboloïde  étant  déterminé  par 
Irois  tangentes  à  la  surface. 


XIII.  —  Courbure  des  surfaces  gauches.   —  Lignes  de  courbure 

constante. 

L'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux  d'une  sur- 
face quelconque  est 


v/LJVI  —  K--!  /        V  /  J^  IVl  —  K^i  j\  /LM  —  R-^ 
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sa  courbure  lotalc  K  sera  alors  donnée  par  la  formule 

_      r-  —  Im 
^  (LM  — K2)2' 

Prenons  la  ligne  de  striction  pour  directrice,  nous  aurons 
L  =  i,       /  =  o,       K  =  co«/,       /-rizAo'i,       M  =  I -^- aÀ.Vo'-— À-ç.'-; 

pour  le  cas  où  la  ligne  de  striction  est  directrice  A  =  o,  et 
alors  M  =  I  -j-  A-  'i'-  ;  on  a  donc 


k'-o'-* 


k'- ■:,'■' 


(_!  -i-  À^cp'2  —  cos-i/-        (sin-f -i-  A-cp'- j- 
Cellc  équation  peut  aussi  s'écrire 


K 


A  2 


ou,  en  vertu  de  la  formule  (())  du  J:^  VIII, 

(k-^->:^f 

Cette  formule  remarquable  est  due  à  M.  Bonnet;  elle  fait 
connaîtie  la  manière  dont  la  courbure  totale  varie  le  long 
d'une  génératrice. 

Supposons  maintenant  R  ^  o,  et  la  directrice  d'ailleui's 
quelconque.  Quand  /n=o,  deux  rayons  de  courbure  sont 
égaux  et  de  signes  contraires,  car  l'équation  aux  rayons  de 
courbure  se  réduit  à 

r-G-=L2M-         nu         0  =  rr:  ; 

'  r 

or  on  a 

x"—  À  a"    j"—  À  3"     z"—  À  y" 
x'  ^  À  a'     y  -:-  À  3'     z'  -^  À  y' 
Y 

l'équation  m  z=  o  aura  donc,  en  général,  deux  solutions, 
puisqu'elle  est  du  second  degré  en  )>.  Donc  : 

Sur  toute  su/'/ace  gauche  il  existe  deux  courbes,  ou  plus 
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exactement,  sur  toute  génératrice  d'une  surface  gauche, 
il  existe  deux  points  où  la  surface  a  ses  deux  rayons  de 
courbure  égaux  et  de  signes  contraires. 

Ces    courbes   peuvent   d'ailleurs    être   réelles    ou    imagi- 
naires; elles  peuvent  être  confondues  ou  indéterminées. 
L'une  d'elles,  au  moins,  sera  rejetée  à  l'infini  si 


P" 


P      Y 


=  o; 


cette  équation  exprime  qu'une  courbe  ayant  pour  tangentes 
des  droites  parallèles  aux  génératrices  de  la  surface  est  plane 
et,  par  conséquent,  que  la  surface  gauche  a  toutes  ses  géné- 
ratrices parallèles  à  un  même  plan  5  cette  surface  est  donc  à 
plan  directeur. 

Si  les  lignes  précédentes  sont  indéterminées,  en  chaque 
point  de  la  surface  m  =  o,  et  il  y  a  deux  rayons  de  courbure 
principaux  égaux  et  de  signes  contraires;  les  quantités  A, 
13,  C,  définies  au  paragraphe  précédent  par  l'équation 

m=(A-i-2BX-i-GX2), 

sont  nulles,   les  lignes  asymptotiques  d\=: —     ,  r/[j.  sont 

représentées  par  d').  =  o  ou  A  =  const.,  la  surface  est  à  plan 
directeur;  on  peut  alors  supposer  y  =  o;  les  conditions  A  =  o, 
B  =  o,  C  =  o  peuvent  alors  s'écrire 


(a) 


X  y  z 
x'  y  z' 
a       ^      o 


=  0,     (a"p  —  ^''^j-^'  —  -^"(a'P  —  ^''^)  =  o,     0  =  0. 


La  seconde  de  ces  formules  donne 

a"p  — 3"a 


ou,  en  intégrant, 


ï'p-  ^'cc  =  hz', 
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h  désignant  une  constante.  On  peut  poser  a^  cosB,  ,3=  sinO; 
on  a  alors 

{b)  —fy=hz',         (i  =  —hz  —  fi'. 

La  première  des  formules  (a)  peut  s'écrire 

(c)  cosO(y  ^'—  z"y)  —  sin6(:r"^'—  z"x')  —  o. 

Adjoignons  à  cette  équation  la  suivante 

(ci)         cxx'-\- '^y-\- ^( z' =  o        ou         a:'cos6 -i-^''sinf)  =  o: 

et  nous  avons 

{yz'—z"y)y-T-(x"z'  —  z"x')x'  =  o 

ou 

(yy-^-  t"x')z'—(t'-  -+-  y-)z" = o, 

ou' 

—  z'-z" —  (i  —  z'-)z" ^  o 

ou  enfin  ^"=o;  on  en  conclut 

z'  =  a,         z  =  a[x  -r-  b, 

a  et   b  désignant  deux  constantes;  ainsi,   en   transformant 

convenablement  les  coordonnées,  la  formule  (b)  et  celle-ci 

donnent 

-  _        _  ^^ 
'         h' 

on  a  ensuite,  au  lieu  de  (d), 

x' cos  ah  [x^ y' ë'ina/i  [x  =  o, 


d'où  Ion  tire 


et,  par  suite, 


j'2(i-i- tang^aAix)  =  i—  a^, 
y  =  yi  —  a-  cos  ah  jjl 


/ sina/i  IX 

y  —  ^  i  —  a-  — — r— ^ — i-  const., 
-^       ^  ah 

I cos  ah  IX 

X  =  \/  i  —  a'^ -, — ■ — H  const. 

ah 
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Il  résulte  de  là  que  : 

La  surface  gauche  dont  les  deux  rayons  de  courbure 
sont  égaux  et  de  signes  contraires:  i"  est  à  plan  directeur; 
2"  les  génératrices  s' appuient  sur  une  courbe  hélicoïdale 
tracée  sur  un  cylindre  à  base  circutcnre  en  restant  nor- 
males à  cette  hélice. 

La  surface  gauche  qui  a  ses  deux  rayons  de  courbure  égaux 
et  de  signes  contraires  eslV  hélicoïde  gauche  à  plan  direc- 
teur; il  est  facile  de  "oir  que  les  génératrices  rencontrent 
l'axe  du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice,  et  par  suite  la 
surface  en  question  est  un  conoïde.  C'est  la  surface  de  la  i:is 
à  filet  carré. 


XIV.   —  Des  surfaces  gauches  dont  les  génératrices  sont 
les  normales  principales  d'une  courbe  gauche. 

Les  normales  principales  d'une  courbe  ne  sont  pas  les 
génératrices  d'une  surface  gauche  quelconque;  en  d'autres 
termes,  sur  une  surface  gauche  quelconque  il  n'existe  pas  de 
courbe  qui  ait  pour  normales  principales  ses  génératrices. 
En  effet,  si  sur  une  surface  gauche  il  existe  une  courbe 
ayant  pour  normales  principales  les  génératrices,  son  plan 
osculaleur  sera  tangent  à  la  surface;  cette  courbe  sera  donc 
une  ligne  asymptotique.  Ainsi,  pour  qu'il  existe  une  courbe 
ayant  pour  normales  principales  les  génératrices,  il  faut  que 
cette  courbe  satisfasse  à  la  lois  à  deux  équations  différen- 
tielles, à  savoir  :  1°  à  l'équation  des  asymptotiques;  2°  à 
l'équation  des  trajectoires  orthogonales  des  génératrices,  ce 
qui  n'est  pas  possible  en  général. 

D'ailleurs,  soient  «,  ^,  c,  «',  ^',  c',  «",  ^",  d'  les  neuf 
cosinus  qui  déterminent  la  tangente,  la  normale  principale, 
la  binormale  d'une  courbe  gauche  en  x^y,z\  soient  0  et  T  son 
ravon  de  courbure  et  son  rayon  de  torsion  si  on  la  prend 
pour  directrice  de  la  surface  gauche  qui  a  pour  génératrices 
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ses  normales  principales,  les  équations  de  cette  surface  gauche 

seront 

\  —  X  -^  la', 

ilans  cette  li\[i()llitse,  on  lioiive 

■j   /  1  ' 


/  =:  O, 


-'■i[F^-(i/]t-<-^)[T^-(Ty] 


11)  ,-=i^/,-j<, 

([uant  au  A  ilu  point  central,  il  est  donné  par  la  fornude 

(3)  ).  =  ^^— ^. 

On  voit  donc  que  : 

6"^'  une  surfitce  est  telle  que  ses  génératrices  soient  les 
normales  principales  d'une  courbe  gauche,  il  faut  que 
son  paramètre  de  distribution  k  soit  égal  à  la  torsion  de 
celte  courbe  multiplié  par  'o'-. 

Imi  éliminant  o  et  T  entre  (i),  (3)  et  (3),  on  a  la  relation 

ou 

/i  —  A- Ci  - 
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XV.  —  Des  surfaces  gauches  dont  les  génératrices  sont  les 
binormales  d'une  courte. 

En  faisant  toujours  usage  des  mêmes  notations,  l'équation 
d'une  surface  gauche,  lieu  des  binormales  d'une  courbe  à 

double  courbure,  sera 


On  a 


X  =  .r  —  lar 

Y  =y  —  lb". 

Z  =  z  -z-  le". 

M  ==  I  -  ~  , 

R=o, 

-^-■'■( 

'  1 

)■'     '•  = 

1 

on  voit  que,  dans  le  cas  actuel,  le  paramètre  de  distribution 
est  égal  à  la  torsion  de  la  directrice. 

Le  point  central  est  donné  par  les  formules 


on  a  donc 


,'TJ 


Air>si  la  directrice  est  précisément  la  ligne  de  striction,  qui. 
dans  ce  cas,  est  géodésique. 

XVI.  —  Théorème  de  M.  Bertrand. 

Nous  allons  voir  que,  si,  sur  une  surface  gauche,  il  existe 
deux  courbes  qui  ont  les  génératrices  pour  normales  prin- 
cipales, ces  courbes  sont  d'une  nature  toute  particulière  et 
aucune  d'elles  ne  peut  être  choisie  arbitrairement.  M.  Ber- 
trand a  prouvé,  en  effet,  que,  si  les  normales  principales 
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cViine  courbe  sont  les  normales  principales  crâne  auLre 
courbe,  il  existe  entre  la  courbure  et  la  torsion  de  cette 
courbe  une  relation  linéaire. 

En  eflfet,  soient  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  d'une 
courbe;  «,  6,  c,  a',  6',  c',  «",  b" ,  c"  les  neuf  cosinus  qui 
déterminent  sa  tangente,  sa  normale  principale  et  sa  binor- 
male;  p  son  ra\on  de  courbure,  T  son  rayon  de  torsion  ;  si  les 
normales  principales  de  cette  courbe  sont  aussi  normales 
principales  d'une  autre  courbe,  soient  .r,,  j'i,  :;,  les  coor- 
données du  point  de  cette  autre  courbe  situé  sur  la  normale 
principale  de  la  première  en  x^  y,  z\  soit  /  la  distance  des 
points  X,  1',  :;  et  :r,,  7',,  ::,  ;  soient  a  s-,  ^(,  c,,  «', ,  Z?', ,  c',, 
rt", ,  b\.  c\  les  neuf  cosinus  qui  déterminent  la  tangente,  la 
normale  principale  et  la  binormale  de  la  seconde  courbe, 

a\  =  a',         li\  ^=  b',         c\  =  c'; 

la  longueur  /  est  constante,  car  clL  en  appelant  cls  et  ds,  les 
arcs  des  deux  courbes,  est  égal  à 

</s  cos{ds,  l)  -^  dsiC09-( dSf,  /)  =  (». 

En  second  lieu,  si  Ton  appelle  i  l'angle  des  tangentes  corres- 
pondantes aux  deux  courbes,  ou,  si  Ton  veul,  Tangle  des  élé- 
ments cls,  cls^,  on  aura 

rt«i  -7-  bbi  —  cci  =  cos  i, 
d'où 

^1  da  — -  n  doi  — .  .  .  =  —  siii  i  di. 

ou,  par  les  formules  de  Serrel, 

,       ds         , , ,    ds 
a  ai  —    -^  b  bi  — 

?  s 

,      .       dsi    ,    j,  j  dsi 
-i-  a^a b^b  — 

OU,  en  observant  que  à^  =  a\  b\ 

slni  di  =  o: 
donc  siu  f  =  o  OU  i://^  o :  en  tout  cas  f  est  constant. 


ds 

c' 

C] 

p 
dsi 

c-'i 

c 

sin  i 

di, 

1 

=: 

fy, 

c\ 

= 

c' 
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Rlainlenanl  on  a  • 

I  a  {x  —  Xi)-T-  b  {y  — J'O-i-  c  {z  —  z^)  =  o, 

(i)  ;  à\x  —  Xi)—b"{y—yi)-^c"{z  —  Zi)  =  o, 

i  a'{x  —  xi)-^  b'{y—yi}-rc'(z  —  zi)=  l; 

et,  en  différenlianl  les  deux  premières  en  ayant  égard  aux 
formules  de  Serret, 


(2)       { 


I-  [a'{x  —  xi)  —  .  ..] 
,  ,  ,  dsi 

-T-  a^-^  b'—  c-  —  ( rtrti  -f-  bbi  -\-  cci )  -7-  =  o, 


-^  aa  -^  bb  -^  ce  —  i^a  ai—  b  bi-^  c  Ci)  —     =  o: 


ce  qui  peut  s'écrire 


(3) 


d'où  l'on  tire 


/  .  dsi 

-  -^  I  —  COSl  —r-    =  O, 

p  as 

\    I  .     .  dsi 


(4)  - -h -^  -- -coiatigf  :=  o. 

Il  existe  donc,  comme  nous  lavions  annoncé,  une  relation 
linéaire  entre  la  courbure  et  la  torsion  de  la  courbe  dont  les 
normales  principales  sont  les  normales  principales  d'une 
autre  courbe. 

Réciproquement,  s'il  existe  entre  la  courbure  et  la  torsion 
d'une  courbe  une  relation  linéaire,  la  normale  principale  de 
celte  courbe  appartiendra  à  une  autre  courbe. 

En  effet,  toute  relation  linéaire  entre  la  courbure  et  la 
torsion  peut  se  mettre  sous  la  l'orme  (4)  en  la  résolvant  par 

rapport  à  -  et  en   appelant  coli  le   coefficient  de  ?p  et  ^  le 
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terme  loul  connu.  Ceci  posé,  faisons 

a:  =  rj—  /«', 
y  =  J^'i  —  ^^  ' 

ces  équations  déterminent  la  courbe  x^.Y^,  ^i-  Si  1  on  dififé- 

renlie.  on  a 

</.«!        ,/a        a" 

ou,  en  vertu  de  (4), 

I  .       a^  ds\        a" 

ou  encore 

I  .         „   .     .         ai    .     .(isi 

7z^  (  a  cosi  -T-  a  smi  )  =  -p  sin  i  — j- >  •  •  ■  • 

1  c  as 

Elevant  ces  équations  au  carré  et  ajoutant,  on  a 

I    _  sin^t  /  dsi  \ - 
T^  ^  '  r^''\~ds  )  ' 

Les  équations  précédentes  peuvent  alors  s'écrire 

acosi — rt'sin  /  =  HZ  «1,  ...: 

en  différen liant,  il  vient 

a'         .       a'    .     .        .    a.    rlsf 
P  1  pi    as 

ou  en  conclut 

aa\   ^- bb\    -^  cc\    =o, 

a" a\  -r-  b" b\  —  c" c\  =  o: 

donc  la  normale  principale,  au  lieu  des  points  .r,,  j',,  ^,,  se 
confond  avec  la  normale  principale  au  lieu  des  points  x.j-,  z. 

c.    Q.    F.    D. 

On  voit  que 

T    /dsi\- 


(icos.--isin.-)'=^(^)- 
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Pour  que  la  normale  principale  d'une  courbe  soit  normale 
principale  d'une  infinité  d'autres  courbes,  il  faut  que  la  rela- 
tion (4)  ait  lieu,  quel  que  soil  /;  alors  i  =  o,  toutes  les  courbes 

sont  parallèles  et  tf;  ^  o. 

XVII.  —  Surfaces  gauches,  lieux  des  axes  de  glissement. 

Considérons  une  courbe  gauche.  Soient  «,  ^,  c,  ...  les 
cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale  principale 
et  de  la  binorniale,  R  le  rayon  de  courbure;  T  le  rayon  de 
torsion  au  points, y,  z;  ds  l'arc  de  courbe  quand  le  trièdre 
trirectangle  lié  à  la  courbe  se  déplace;  l'axe  instantané  de 
rotation  est,  comme  on  sait,  la  droite  rectifiante,  et  les  com- 
posantes de  la  rotation  instantanée  sont 

,  ds  j  ,        ds 

p  ds  =  —        ,  q  ds  =  o,  /■  ds  =        • 

Cherchons  l'axe  de  glissement;  il  faudra  écrire  que  le 
point  dont  les  coordonnées  sont  ç,  Vj,  'Ç  par  rapport  aux  axes 
mobiles  éprouve  un  déplacement  parallèle  à  la  droite  recti- 
fiante. On  devra  donc  avoir 

d.v  -h  ^da  ~  t]  da' -f-  t da"  _  dy  -\-^db  -^  -q  db' -+-  Z, db" 
ap -^  a' q -^  a" r  bp -^  b' q -h  b" r 

ds  -h  ^  de  -h  r,  de'  -\-  ^  de" 


cp  ^-  c  q 


ou  bien 


«'  è  —  '1 


ces  équations  peuvent  s'écrire,  en  multipliant  haut  et  bas  la 
première  fraction  par  a,  la  seconde  par  b,  la  troisième  par  c 
et  en  ajoutant,  etc., 

,_]i       1  +  i       _Z) 
R        R        T  T 
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(I)  è--¥=«' 


T         '  '        R^  ^  T'-  ' 

ainsi  ïà\c  de  glissement  est  parallèle  à  la  droite  rectifiante, 

T^R 

et  à  une  distance  du  plan  rectifiant  égale  à  ^^ ^;  son  équa- 
tion sera  donc,  par  rapport  aux  coordonnées  ordinaires, 
V                  T2R       ,       ^                 T2R      ., 

(■i)  7, =   -, 77; = 

a        a  00 

T  ~1^  T  ~  R 

■  Les  équations  (i)  montrent  que  le  lieu  des  axes  de  glisse- 
ment dans  le  solide  lié  aux  axes  mobiles  est  un  conoïde 
droit  avant  pour  plan  directeur  le  plan  rectifiant  et  la 
normale  principale  pour  axe  ;  on  peut  même  dire  que  c'est 
un  conoïde  droit  quelconque;  R  et  T  peuvent  être  choisis 
arbitrairement.  Les  équations  (2)  en  multipliant  le  premier 
membre  haut  et  bas  par  a,  le  second  par  b,  le  troisième 
par  c  et  en  ajoutant,  etc.,  donneront 

(y -r)^^--^^^(t-^r)'^'--^^-^t->;)*^- -■'  =  ■'• 

T2R 

a\\  —  x)^  b\\  —  y )  —  c  {Z  —  z)  =  ^_^,_^,; 

la  première  de  ces  équations  peut  s'<''crire 

flf^i'    X-  flh'  ,.,  de     ^ 

—j-  {  \  —X}-. — ,-  (  \  —y)-. (  Z  —  ^)  =  o; 

ds  cis  -^  '        (is 

la  droite  (2)  est  parallèle  à  la  plus  courte  dislance  de  deux 
normales  principales  infiniment  voisines. 

Il  résulte  de  là  qu'à  toute  courbe  gauche  correspond  un 
conoïde.  Mais,  réciproquement,  à  un  conoïde  correspondent 
une  infinité  de  courbes  gauches  avant  les  génératrices  de  ce 
conoïde  pour  axes  de  glissement.  En  effet,  donnons-nous  un 
conoïde 

n  I  Ç  =  m;,  Tj  =  «, 

L.   —   Traité  d'Analyse,  VII.  iS 
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m  et  n  désignant  des  fonctions  données  de  s\  en  posant 

T  T2R 

on  en  déduira 

(4)  R  =  «('-;^ 

Ce  sont  les  équations  intrinsèques  de  la  courbe  ;  donc,  à  des 
formes  données  de  m  et  n  ne  correspondra  qu'une  courbe 
unique;  mais,  si  l'on  pose  5=  '^{s'),  les  équations 

t  =  m'c,         Tj  =  n', 

dans  lesquelles  se   transformeront   (3)   n'en  représenteront 
pas  moins  le  conoïde,  tandis  que  la  courbe  (3)  sera  modifiée. 


XVIII.  —  Des  normalies. 

Les  normalies,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  sont  des  sur- 
faces gauches  qui  ont  pour  génératrices  les  normales  d'une 
surface  donnée  menées  tout  le  long  d'une  courbe  tracée  sur 
cette  surface.  Toute  surface  gauche  j^eut  être  considérée,  et 
cela  d'une  infinité  de  manières,  comme  une  normalie;  mais  il 
est  intéressant  de  considérer  les  surfaces  gauches  sous  ce 
nouvel  aspect. 

Considérons  donc  une  courbe  quelconque  tracée  par  le 
point  ]M  sur  une  surface  S.  Soient  toujours  a,  b,  c,  a' ,  b' ,  c\ 
«",  6",  c"  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente,  de  la  normale 
principale  et  de  la  binormale;  p  le  rayon  de  courbure;  T  le 
rayon  de  torsion  ;  ds  l'élément  d'arc  ;  a,  |^,  v  les  cosinus  direc- 
teurs de  la  normale  à  la  surface  ou  de  la  génératrice  de  la 
normalie;  x,y^  z  les  coordonnées  du  point  M. 

Les  équations  de  la  normalie  seront 

X  =  ^  -h  Xa,         Y  ==  j  +  XP,         Z=z-\-  l'i. 
Soient  d's  l'angle  de  deux  génératrices  de  la  normalie  infi- 
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niment  voisines,  et  0  l'angle  que  fail  le  plan  oscillateur  de  la 
courbe  avec  le  plan  laugcnl  à  la  surface.  On  a 

a  a   H-  6  3   -f-  cy    =  o,- 
a'a  -^  b'^^c'^(  =  sinO, 
a"(x  -t-  6"i3  -i-  c'y  =  cosO; 


on  en  conclut 


(0 


a  =  a'sinO  -f-  «"cosO, 
p  =  6'  sinO  -f-  b"  cosO, 
7  =  c'  sinO  -f-  c"  cosO. 


Soient  0  la   |)lus  courte  dislauce  de  deux  génératrices   voi- 
sines,   (f,    r,    tv    les   cosinus   directeurs   de    celte    droite   0. 


do 


d^ 


g  d'i  —  p  dx 
do  ' 


si  alors  on  appelle  co  Tangle  «pie  la  droite  0  fait  avec  la  tan- 
gente à  la  courbe  jiroposée,  on  aura 


cosoj  —  au  -^  bv  -¥■  cw 


abc 


dy.     d'j     d-; 


On  conclut  de  là,  en  appelant  -  la  torsion  gcodésique  de  la 
courbe  proposée, 

I    ds 


(2) 


mais  on  en  conclut  aussi 


do' 


ou 


1  o       ^  '■/  dy. 

o  I  o 

/  ^a  d'x     o       2,  ''^'f' 

do-  —  (    / ,0-  d-j. 
"=- d^^ 


do'- 
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OU 


^  a  doi 


do-^ 


art'    ,  sinO 


2,(1  d^  =  Z^*-^^'^  —  Z-i °'-  (^C'  =  '~'  Z^  ~~'  ^^^  ~  —  """""  ^^^ ■ 


donc 

sin^O  /  ds\^- 


.   „  sin^O   /  dsY 

sin^o)  =  — —  (  -r- 

p-       \do  / 


,^.  .  \     ds 

(  d)  sin  tt)  =  —   -y-  , 

—  désignant  la   courl)urc   normale;  les  formules  (2)   et  (3) 

montrent  que  la  torsion  géodésique  et  la  courbure  nox-male 

11  ■    ,  ds  ■  .  , 

ont  pour  résultante  la  quantité  -r- i  qui  est  aussi  une  sorte  de 

courbnre. 

L'angle  tt»  est  aussi  l'angle  que  le  plan  tangent  à  la  surface 
gauche  en  M  fait  avec  le  plan  central,  en  sorte  que  A,  dési- 
gnant la  dislance  du   point  x,  j',  :;  au   point  central,  on  a 


(4)                                              A=./.tanga); 

on  a  d'ailleurs 

7  a'rt                ,    , 
■^  a  a          À^                 I     /  d   ' 

E«- 

^-  là    c.'^    ~        p'^       -~J^\^. 

OU 

sinÔ 

pcp2 

(lU 

I     /  f/5  \  2        ds 

p.^  v  do  j         do 

sinco 

On  a  aussi,  en  vertu  de  (4,), 

,        ds 

k  =  — -  cosw; 
do 
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/--  \  do 

ds 
f  A  =  -j-  cosw; 

I  do 

•     .   I        .     1  •  'I  I  ,  do 

-  et  7  onl  donc  aussi  pour  resullantc  la  courbure  -y' 
A       /i  ^  ds 


EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Toute  surface  gauche  ayant  une  série  de  lignes  de  courbure 
dans  des  plans  parallèles  est  un  hyperboloïde  de  révolution. 

(Paul  Serret,  Théorie  géométrique  et  mécanique 
des  lignes  à  double  courbure.) 

2.  L'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  est  la  seule  surface  gauche 
dans  laquelle  les  lignes  de  courbure  coupent  les  génératrices  sous 
un  angle  constant.  {Id.) 

3.  Si,  sur  une  surface  gauche,  on  prend  pour  lignes  coordonnées 
les  génératrices  cl  leurs  trajectoires  orthogonales,  on  aura 

do  y-         I  1 

^TTj.}    -  r^^T^' 

do  désignant  l'angle  de  deux  génératrices  voisines,  d'x  l'arc  de  tra- 

I  ,  .     1 .  •  1  •  .     , .   • 

lectoire,  -  sa  courbure  neodesique,  —  sa  torsion  îreodesique. 

(O.  Bonnet,  Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  35"  Cahier.) 

,     ,      p  ,     cos6        di     . .  .    ,         . ,  ^ 

4.  La  lormule  =  -p»  démontrée  (p.  'i^A^.  prouve  que  :  1°  Si 

une  ligne  géodésique  est  ligne  de  striction,  elle  coupe  les  généra- 
trices sous  un  angle  constant;  2°  si  une  ligne  géodésique  coupe  les 
génératrices  sous  un  angle  constant,  elle  est  ligne  de  striction;  3°  si 
une  ligne  de  striction  coupe  les  génératrices  sous  un  angle  constant, 
elle  est  géodésique.  (O.  Bonnet,  id.) 

5.  Si  une  surface  gauche  a  pour  directrices  trois  courbes  des 
degrés  Wj,  nto,  m^,  elle  est  du  degré  imyin^m^. 

6.  Si  deux  surfaces  gauches  A,  B  sont  telles  que  tout  le  long 
d'une  génératrice  commune  elles  se  coupent  à  angle  droit,  le  plan 
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central   de   A  touche    B   au  même  point  que  le  plan  central   de  B 
touche  A.  (M.viNNHEiM.) 

7.  Si  une  surface  algébrique  contient  m  génératrices  d'un  même 
système  d'une  surface  du  second  ordre,  elle  contient  aussi  m  géné- 
ratrices de  l'autre  système. 

(Moutard,  voir  Poncelet,  Propriétés  projectwcs^  .  .  .). 

<S.  On  appelle  surface  réciproque  d'une  surface  gauche  la  surface 
gauche  qui  a  pour  génératrices  les  plus  courtes  distances  de  deux 
génératrices  voisines.  —  Prouver  que,  si  B  est  la  surface  réciproque 
de  A,  A  sera  la  réciproque  de  B.  —  Deux  surfaces  réciproques  n'ont 
pas  nécessairement  la  môme  ligne  de  striction. 

9.  Tout  plan  mené  par  une  génératrice  d'une  surface  gauche  est 
tangent  en  un  point  T  et  normal  en  un  point  N;  il  existe  sur  la 
génératrice  un  point  0,  tel  que  ON.OT  =  const. 

(  GlIASLES.) 

10.  Toute  surface  gauche  du  troisième  degré  contient,  outre  ses 
génératrices,  deux  directrices  reclilignes  dont  l'une  est  double. 
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CHAPITRE  VI. 

L\  GÉOMÉTRIE  DES  LIGNES  DROITES. 

I.  —  Les  complexes. 

Une  ligne  droite  est  définie  par  qualre  paramètres,  puisque 
ses  équations  sous  leur  forme  la  plus  simple  sont 

T  ^=  az  —  a, 

mais  on  peut  remplacer  les  paramètres  a,  oc,  b^  [j  j)ar  si\ 
autres  paramètres,  pourvu  que  l'on  ne  considère  que  leurs 
rapports,  et  qu'ils  soient  liés  entre  eux  par  une  relation. 
Voici  comment  nous  choisirons  ces  six  nouveaux  paramètres 
que  nous  appellerons  les  coordonnées  de  la  droite  en  ques- 
tion. 

Soient  j:,y,  z  et  x' ,  y\  z'  les  coordonnées  de  deux  points 
de  la  droite;  nos  six  coordonnées  homogènes  seront 

x  —  x',    y— y,     z  —  z'     et    yz'—zy\     zx'—xz',     xy' — yx'; 

elles  sont  liées  entre  elles  })ar  la  relation  identique 

(X  —  x'){yz'  —  zy'  )^{y  —  y'Y  zx'  —  xz')-^{z  —  z){xy'  —  yx')  =  o. 

Indépendamment  de  ces  six  coordonnées  cartésiennes,  on 
peut  aussi  considérer  six  coordonnées  tangentielles.  Soient 
;,  Y,,  ^  et  ç',  -/■/,  r  les  coordonnées  tangentielles  de  deux 
plans  passant  par  la  droite; 

seront  les  coordonnées  tangentielles  de  la  droite;  elles  se 
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réduisent  à  quatre  par  la  même  méthode  que  pour  les  coor- 
données cartésiennes. 
Ceci  posé,  soit 

(i)  F(t  —  x'.j' — j-',  z  —  -s',  JK-^' — •=>'',  ■^^' — ^-s',  -Ty'  —  r.r' )  =  o 

une  équation  homogène  du  degré  m  entre  les  coordonnées 
d'une  droite;  les  équations  de  cette  droite  renfermeront  trois 
paramètres  variables  et  définiront  une  infinité  de  droites  for- 
mant alors  ce  que  l'on  appelle  un  complexe;  (i)  est  l'équa- 
tion cartésienne  du  complexe.  Un  complexe  est  d'ordre  m 
quand  son  équation  est  d'ordre  m. 

En  établissant  entre  les  coordonnées  tangentielles  d'une 
droite  une  relation  homogène,  on  définit  également  un  com- 
plexe. Nous  allons  montrer  tout  d'abord  comment  on  peut 
passer  de  l'équation  cartésienne  à  l'équation  tangentielle 
d'un  complexe. 

On  a  évidemment 


(A) 


car  les   plans  qui  passent  par  la  droite  joignant  .r,  j',  z  i\ 
x' ,  y\  z'  contiennent  ces  points;  on  en  lire 

{x  —  x')^r  +(j._y)rj  -^(z  —  z')t  =0, 
donc 

T  —  t'  t 1/  -  —  ?:' 

de  même 

(3)  

yz  —  zj         zx  — ■  xz         xy  — yx 

Mais  si  entre  les  formules  (A)  on  élimine  x  et  x' .,  on  trouve 


xz    -^yr, 

-^  ^>=    =  I, 

x'I  -^y'r, 

~z"Ç  =  i, 

^;'  -t-j-^/ 

-^z-c:  =1, 

•^'ç'+y-^ 

-{-zX'=  I, 

v.-Kr: 

cr-^c 

~b:—r^' 

^-r 

r.--n' 

K-K' 
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on  en  tire,  par  exemple,  par  réliniinalion  de  Zz — -ç^', 


(4) 


z  —  z  yz  —  zy 

I.es  formules  (2)  et  (3)  peuvent  donc  se  rameneraux  suivanles  : 
—  r'  r  —y'  z  ^  z'         yz  —  zy'  _  zx'  —  xz   _  xy' — ya 


i:-^ 


féquation  (i),  convertie  en  coordonnées  tangentielles,  sera 
donc 

(\bis)  F(T.r'— rr,',  rt— ;r-  \<  --fX-  ;'— ?-  •'■/— •^-  'ç—i)  =  o, 

et  son  degré  restera  ce  qu'il  était.' 

Si  dans  l'équation  (i)  on  suppose  x\  y',  z'  constants, 
elle  représentera  un  cône  de  degré  ni  ayant  son  sommet  en 
a:\  y,  z',  car  (i)  est  homogène  en  .r  —  x',  y  — y\  z  —  z' 
(puisque  yz' — zy' z=  y — y' z' — z  —  ^'y')-  De  même,  si 
dans  (i  bis)  on  suppose  q',  y/,  'Ç  constants,  cette  équation 
représentera  une  enveloppe  de  droites  situées  dans  un  même 
plan,  ou,  si  l'on  préfère,  une  courbe  plane  de  m'  ""^  classe. 

Ainsi  les  droites  d'un  complexe  peuvent  être  groupées  de 
deux  manières  :  i°  de  manière  à  donner  des  cônes  du  degré  m 
tels  que  chacun  des  points  de  l'espace  soit  le  sommet  de  l'un 
de  ces  cônes,  2°  de  manière  à  donner  des  droites  envelop- 
pant des  courbes  planes  de  m''"'*'  classe,  telles  que  chaque 
plan  de  l'espace  contienne  une  de  ces  courbes. 


II.  —  Des  congruences  ou  des  faisceaux. 

Les  droites  communes  à  deux  complexes  forment  ce  que 
l'on  appelle  un  faisceau  ou  une  congruence ;  un  faisceau 
sera  donc  représenté  par  deux  équations  représentant  chacune 
un  complexe. 

Le  degré  ou  la  classe  d'un  faisceau  est  le  produit  des  degrés 
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des  équations  des  complexes  dont  il  fait  partie.  Voici  la  raison 
de  cette  définition  :  soient 

les  équations  de  deux  complexes  de  degrés  m  et  n.  Au 
point  x',j-',  z'  passent  deux  cônes  de  degrés  m  et  /?,  qui  se 
coupent  suivant/?  =  mn  droites  appartenant  au  faisceau;  ce 
sont  d'ailleurs  les  seules  droites  du  faisceau  passant  en  x' y'  z'. 
Ainsi  les  droites  d'un  faisceau  peuvent  être  distribuées  : 

1°  En  groupes  d'un  nombre/?  fini  de  droites  passant  par 
chaque  point  de  l'espace; 

2"  En  groupes  de  p  droites  sitnées  dans  chaque  plan  de 
l'espace. 

Avant  d'étudier  les  complexes  et  les  faisceaux  en  général, 
il  convient  d'étudier  les  complexes  du  premier  degré  et  les 
faisceaux  auxquels  ils  donnent  lieu  par  leurs  intersections, 
faisceaux  qui  sont  du  premier  degré  ou  de  la  première  classe. 


III.  —  Complexes  du  premier  degré. 


Les  équations  d'un  complexe  du  premier  degré  sont 

^  A(.r-.r')-f-B(^'-/)-C(.--.V) 


OU 


(i  bis) 


le  cône  des  droites  qui  passent  par  chaque  point  de  l'espace 
est  un  plan,  et  la  courbe  à  laquelle  sont  tangentes  les  droites 
passant  dans  un  même  plan  se  réduit  à  un  point.  Dans  un 
complexe  du  premier  degré,  chaque  point  de  l'espace  corres- 
pond donc  à  un  certain  plan  et  vice  versa;  nous  dirons  que 
le  point  et  le  plan  qui  se  correspondent  sont  conjugués. 

Si  nous  considérons  deux  points  «  et  Z^  et  leurs  plans  corres- 
pondants, ces  plans  se  couperont  suivant  une  droite  AB;  or 
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a\  et  ciB  sonl  des  droiles  du  complexe,  ainsi  que  6  A  et  6B  : 
donc  le  plan  a\b  correspond  au  point  A^  et  le  plan  aBb  au 
point  B;  ces  plans  se  coupent  suivant  la  droite  ab. 

On  voit  ainsi  qu'à  une  droite  ab  en  correspond  une  autre 
\B;  ces  deux  droites  sont  dites  conjuguées. 

Toute  droite  qui  rencontre  deux  droites  conjuguées  appar- 
tient au  complexe;  en  cfTel,  par  cette  droite  et  l'une  des  droiles 
conjuguées  A  on  [)eut  faire  passer  un  plan,  qui  sera  le  plan 
conjugué  du  point  où  la  droite  rencontrera  la  conjuguée  de  A; 
or  toutes  les  droites  de  ce  plan  appartiennent  au  complexe. 

Deux  droites  conjuguées  n'appartiennent  jamais  au  com- 
plexe, à  moins  d'être  confondues.  D'ailleurs  toute  conjuguée 
d'une  droite  du  complexe  se  confond  avec  elle  ;  en  effet,  pour 
trouver  la  conjuguée  d'une  droite,  il  faut  construire  l'inter- 
section de  deux  plans  conjugués  de  deux  points  de  la  droite: 
or  ici  ces  deux  plans  contiennent  la  droite.  Donc,  etc. 

IV.  —  Diamètres  et  axe  d'un  complexe  du  premier  degré. 

On  appelle  diamcLrc  d'un  complexe  du  premier  degré  le 
lieu  des  points  conjugués  d'une  série  de  plans  parallèles. 
Si  dans  l'équation 

A  cr  —  x  )—  lî  (  j'  —  r'  )  —  ...—  D  (  }■;;'  —  zy  )  H- .  . .  =  o 

du  complexe  on  suppose  à  x',  j'',  z'  des  valeurs  déterminées, 

cette  équation  sera  celle  du  plan  conjugué;  ses  coefficients 

directeurs  sont 

A— E:;'— Fr', 

B  — Fx'-H  D^', 

C  — Dj-'— E:r', 

et  si  l'on  égale  leurs  rapports  à  des  constantes,  on  voit  que  le 
point  x\  y' ^  :;' décrira  une  droite;  ainsi  les  diamètres  sont  des 
droites,  les  conjuguées  des  diamètres  sont  à  linfini  et  à  Tinter- 
section  des  plans  conjugués  de  leurs  divers  points;  on  voit 
aussi  que  tous  les  diamètres  sont  parallèles. 
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Les  équations  d'un  diamètre  sont 

A  —  Ez'  -4-  F  y'  _  B  —  Fœ'^  D  z'  __  C  —  Dy'^Ex' 
a  ~  b  c 

et  l'on  déduit  de  là,  en  supprimant  les  termes  constants, 

x'         y'        z' 
'  D  ""   Ë  ^  F  ■ 

D,  E,  F  sont  les  coefficients  directeurs  de  tous  les  diamètres. 
Pour  qu'un  plan  soit  perpendiculaire  à  son  diamètre  conjugué, 
il  faut  que 

A— E^'^-Fr'  _  B  -F.r'^D;'  _  C  — D/-^Ex' 
^'>  D         '~~  ~  Ë  "  F  ' 

ce  sont  les  équations  de  l'axe. 

Prenons  l'axe  du  complexe  pour  axe  des  ^,  les  équations 
précédentes  seront  satisfaites  pour  j:'=  o,  )'=  o;  donc  E  ^  o, 
D  =  o,  A  =  o,  B  =  G,  et  l'on  peut  mettre  l'équation  du  com- 
plexe sous  la  forme 

k(z  —  z')  ={Ty'  —yx-"), 

qui  ne  change  pas  quand  on  fait  tourner  les  axes  autour  de 
l'axe  des  z-  ou  quand  on  les  fait  glisser  le  long  de  cet  axe. 
A'  est  le  paramètre  du  complexe  et  le  plan  des  xy  est  une 
section  principale. 

Calculons  le  paramètre  k;  à  cet  effet,  transformons  les 
coordonnées  en  plaçant  l'origine  sur  l'axe  et  en  prenant  l'axe 
du  complexe  pour  axe  des  5;  D,  E,  F  sont  les  coefficients 
directeurs  de  l'axe.  Cherchons  l'intersection  de  l'axe  avec  son 

plan  conjugué 

Da7'^-Ey-HF^'  =  o; 

les  équations  (i),  combinées  avec  celle-ci,  donnent 

A  y -r- Bj' -f- C  j' =  o, 
d'où  l'on  tire  les  coordonnées  d'un  point  de  l'axe 

,  ^  s  x' y ^'      _  fj . 

^'^^  BF  — Cli  ~  CD  — AF  ~  AE  — BD  "     ' 
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les  équations  (i)  donnent 

AD  +  BE-+  CF  _  A  —  Ez'-^Fy  _ 

D2-T-E2^-  F2      ~  D 

En  tenant  compte  de  (2),  on  a 

(AD  ^BE-i-GF)D-\(D^-^  E^-i-F^) 
D2  -4-  £2  -i-  F2 
=  [  F(GD—  AF)— E(AE-  BD)]0 
ou 

0 


D2-HE2-T-  F2' 

donc  (2)  donne 

BF  — CE  ,_      CD  — AF 


D2  -T-  E2  -f-  F2  '  -^  D2  -T-  E^  -+-  F2  ■  ■  •  ' 

nous  appellerons  ces  valeurs  Xo,  )'o,  ~-o- 

Le  transport  de  l'origine  en  ^Cq»  J^oj  ^0  donnera  à  lécpialion 
du  complexe  la  forme 

-i-  D {j'z'  —  zy}—E{zj[;'—  xz' )  -+-  F( r/'  —  yx' )   >  =  o 
-4-D[-j„(^-^')--^„(j^-y)]-^...  i 

ou 

{x  —  x'){A  —  Ez^-^  Fyo)~---^  D(yz' —  zy)-h .  .  .  =  o 
ou 

AD  +  BE  +  FG,^,  ,.       ,,,  ,..,^  .  , 

-D^I^TË^rTF^  [D(.r-  ,r  )-^  E0-- r  )+  P  (  .  -  .  ,J 

+  Do-^'-^y)^...  =  o. 

Prenons  maintenant  pour  axe  des  z  Taxe  du  complexe.  Il 
faudra  effectuer  la  transformation 

X  =:  axi  -\-  bfi  -r  c  Zi,  x'  =  ax\  -r- .  . . . 
y  =.  a' Xy-r-  b'yi  -r-  c'  Zi,  y  =  a'  x\  -^ .  .  . , 
z  =  a"xi  ->-  fj'yi  H-  c" Zi,         z'  =  a" x\  -^-.  . . , 

où  c,  c' ,  c"  sont  égaux  à 

D E  F 

y/D2  -H  E^  H-  F^  '      v/D2-h  E2^  F2  '      y/D2  -^  E2  -H  F^ 
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yz  —  zy'  =       [  ^1 7 1  —  Yi  x\  )  (  et!  h"  ~  V  a") 
-\-{zix\  —  Xiz^)ic' a"  —  a  c" ) ; 

le  coefficient  de  J'i  ;', — y\^\    dans  la  formide  transformée 
sei'a  alors 

D{b'c"—c'b')-f-  E(b"c~c"b)-r-¥(ùc'—  cb' ) 


D     E     F 

b     b'     b" 

c     c'     c" 


on  encore 


D2 


Da  -r-  Ert'-+-  ¥  a"  =  u; 

cclni  de  xr' — yx'  sera 

D  c -+- Ec'-4- Fc"         ou 

ou  enfin 

v/lF^  E2  -^  F2 


F2 


/D^-T-E2^F2 


Le  nouveau  coefficient  de  r  —  z'  sera 

(  D  c -T- Ec'-i- Fc";         ou  encore         \/D- 


E2^F2: 


donc   enfin  la   transformation  de  coordonnées  conduit   à  la 
foi-mule 

(  AD  ^- BE  +  CF)  (^  —  ^')  ri:  (  D2  ^  E2 -f- F2  )(^j' —  ;,-^')  =  o. 

La  valeur  du  paramètre  k  est  donc 

AD  ^  BE  ^  CF 


k 


D2  -^  E2  -T-  F2 


V.  —  Classification  des  complexes  du  premier  degré. 

L'interprétation  du   coefficient  /. ,  que  nous  avons  appelé 
parcunèire,  se  fait  ainsi  :  on  a 


(0 


xy'  —  yx'^  k{. 
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soit 

X  —  x         Y  —  r         7.  —  Z 


X  —  X        y — y        z  —  z 

les  ('(iiialions  d'une  droite  du  complexe;  sa  distance  o  à  Taxe 
est  donnée  par  la  formule  suivante,  où  /  est  la  distance  de 
deux  points  x^y^  5,  x\  y\  z\ 

d'où  l'on  lire,  en  vertu  de  (i), 

0  =  A-  - — j^  —  k  cos-;, 

-'  désignant  l'angle  que  iait  la  droite  avec  l'axe.  On  voit  que, 
si  0  reste  constant,  v  reste  constant,  et,  par  suite,  les  droites 
du  complexe  sont  les  tangentes  à  une  infinité  d'hélices  ayant 
pour  axes  l'axe  du  comj)lexe.  Ces  hélices  seront  siiiistrorsuni 
ou  flextrorsuin  suivant  que  k^o.  Si  k  était  nul,  o  serait 
toujours  nul,  et  les  droites  du  complexe  rencontreraient 
toutes  l'axe. 

Ainsi  les  conditions  pour  que  /.=  o,  ou  pour  que  toutes 
les  droites  d'un  complexe  i-encontrenl  leur  axe,  sera 

/•=:o         ou         AD  — BE-^CF  =  o. 

d'après  la  valeur  trouvée  pour  k  au  numéro  précédenl. 

VI.  —  Congruences  du  premier  degré. 

L'équation  des  complexes  du  premier  degré  contient  cinq 
paramètres  que  l'on  peut  déterminer  en  se  donnant  les  coor- 
données de  cinq  droites  du  complexe.  Le  problème  ne  peut 
devenir  indéterminé  que  si  les  cinq  droites  données  font 
partie  d'une  congruence.  Supposons  qu'il  n'en  soit  pas  ainsi, 
le  problème  sera  bien  déterminé. 

C^eci  posé,  en  appelant  0=o,  Ù'^o  les  équations  de 
deux  complexes,   0-f-AO'=o  sera  l'équation  générale  des 
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complexes  contenant  la  congruence  0  ^  o,  O'=:o;  en  effet, 
ce  complexe  sera  déterminé  par  quatre  droites  de  la  con- 
gruence  et  une  cinquième  droite  que  l'on  se  donnera  en 
dehors. 

Ceci  posé,  on  peut  toujours  choisir  A  de  telle  sorte  que 
0  -h  ).0'=  o  ait  un  paramètre  nul;  si  l'on  a 

o  —  A  (  .r  —  jf'  )  H- . .  ,  -I-  D  ijz'—  ^j'  )  + .  . . , 

on  aura 

(A -h  X  A')(D  +  XD')^(B -^  X  B  )(E  H- X  E')  +  (G -h  XG')(F  +  X  F')  =  o, 

équation  d'où  l'on  tirera  deux  valeurs  pour  ).,  à  moins  que 
l'un  des  complexes  0,  Ù'  ne  se  réduise  déjà  à  un  complexe 
avec  un  paramètre  nul. 

Il  résulte  de  là  que,  une  congruence  du  premier  degré 
étant  donnée,  on  peut  toujours  la  considérer  comme  apparte- 
nant à  deux  complexes  de  paramètres  nuls.  Les  droites  com- 
munes à  de  tels  complexes  sont  assujetties  à  rencontrer  deux 
droites  fixes,  à  savoir  les  axes  de  ces  complexes.  Ainsi  : 

Toute  congruence  du  preniiei'  degré  se  compose  des 
droites  rencontrant  deux  droites  fixes . 


VII.  —  Complex3s  du  second  degré. 

Un  complexe  du  second  degré  peut  être  représenté  par 
une  équation  homogène  et  du  second  degré  en 

X  =  a"  —  x  ,         X  ^^  y  —  y' ,         "L  ^  z  —  z\ 

l  -=  yz—  zy',         m  =  zx'—xz',         n  =  xy' —  yx\ 

(|ue  nous  pourrons  mettre  sous  la  forme 

(i)         F(/,  m,  n)-i-2L/  +  2Mm-v-  2Nn-^0(X,  Y,  Z)  =  o. 

F  est  une  fonction  homogène  et  du  second  degré  de  /,  m,  n, 
(")  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  de  X,  \,  Z, 


LA     GÉOMÉTRIE     DES     LIGNES     DROITES.  289 

enfin  L,  M,  N  sont  des  fondions  linéaires  de  X,  Y,  Z  homo- 
gènes. 

Si  l'on  suppose  x' ,y' .,  z'  constants  dans  l'équation  (i),  elle 
représentera  un  cône  du  second  degré  ayant  son  sommet  en 
x\  y,  z',  formé  de  toutes  les  droites  du  complexe  passant 
en  x\  y,  z';  exprimons  que  le  cône  se  réduit  à  un  système 
de  deux  plans  ;  le  lieu  des  points  ^',  >',  z'  pour  lesquels  cette 
circonstance  se  présente  est  ce  que  1  on  appelle  une  su/face 
de  Kunimer. 

La  surface  de  Kummer  pour  le  complexe  (i)  s'obtiendra  en 
exprimant  que  (i)  est  une  somme  de  dcu\  carrés,  fonctions 
linéaires  de  X,  \,  Z. 

A  cet  effet,  décomposons  en  carrés  le  premier  membre 
de(i),  et,  pour  faciliter  le  travail,  effectuons  d'abord  un  chan- 
gement de  coordonnées  sans  déplacer  l'origine.  Supposons 
les  coordonnées  anciennes  et  nouvelles  orthogonales  :  il  est 
facile  de  s'assurer  que  x^y,  z,  x' ,  y\  z' ,  X,  Y,  Z  et  /,  m,  n 
sont  transformées  parla  même  substitution,  en  sorte  que  l'on 
peut  supposer  F(/,  m^  n)  de  la  forme  A-/- -f- B'-/??- -h  C-/?- 
et  écrire  l'équation  (i)  ainsi 

(2)  A2/2-h  B2/«2-L-C-'/r^-^2AL/-^2BMm  — 2CNn-r-e(X,  \,  Z;, 

A,  B,  C  désignant  des  conslanles  et  L,  M,  N  des  fonctions 
linéaires  de  X,  \,  Z.  Cette  dernière  équation  peut  encore 
s'écrire 

(3)  (A/-^L)2-^('Bm-4-M)2-^(Cn^N)2^o(X,  Y,  Z), 

Ci  désignant  une  nouvelle  fonction  homogène  et  du  second 
degré  de  X,  Y,  Z,  Il  s'agit  maintenant  dexprimer  que  cette 
fonction  est  une  somme  de  deux  carrés  ou  d'écrire  que  son 
discriminant  est  nul;  cela  ne  présente  aucune  difficulté,  les 
termes  de  la  fonction  (i)  ou  (3)  étant  du  second  degré  en  .r', 
y,  z',  et  le  discriminant  étant  du  troisième  degré  par  rapport 
aux  coefficients  de  cette  fonction.  La  surface  de  Kummer 
sera,  en  apparence  au  moins,  du  sixième  degré;  mais  on  peut 
s'assurer  que  les  termes  du  cinquième  et  du  sixième  degré 
L.  —  Traité  d' Analyse,  \l\.  19 
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sont  nuls;  et,  en  effet,  les  termes  sont  indépendants  de  la 
forme  de  la  fonction  ù  qui  ne  contient  pas  x',}'',  z' .  Pour 
évaluer  les  termes  en  question,  on  peut  donc  supposer  0  =  o 
et  se  borner  à  considérer  l'expression  (3)  réduite  à 

(  A  Z  +  L)2  +  (B  m  ^  M)2 -^(  Cn -H  N)2  ; 

alors  son  discriminant,  étant  i  par  rapport  aux  quantités 
A/  +  L,  B/«  +  M,  Cn  +  N,  sera  par  rapport  à  X,  Y,  Z  égal 
au  carré  du  déterminant  de  la  substitution 


A/-^L,         x  =  Bm-r-M, 


z=  C«4-N. 


Si  l'on  pose  L  =  aX  +  ^i Y  -H  yZ,  M  =  a'X  +  (i' Y  -f-  y'Z, 
N  =  a"X  H-  ^"  Y  +  y"Z,  le  discriminant  cherché  sera  le  carré 
de 


(4) 


a'— Bc'  (î'  Y'-^Ba?' 

a"+Cy     P"— Ga;'  y" 


Comme  le  déterminant 

A^'       -Ay 
-B;;'         o  V^x' 

Cy'      —  Gx'         o 

qui  forme  l'ensemble  des  termes  du  troisième  degré,  est  nul, 
il  faut  en  conclure  que  le  déterminant  (4)  est  du  deuxième 
degré  et  que  son  carré  est  du  quatrième;  donc 

La  surface  de  Kummer  est  du  quatrième  degré. 

Cherchons  enfin  les  points  x\  j' ,  z'  pour  lesquels  le  cône 
du  complexe  se  réduit  à  deux  plans  coïncidents.  L'expres- 
sion (i)  devra  alors  être  un  carré  parfait;  l'équation  de  la 
surface  de  Kummer  peut  se  mettre  sous  la  forme 


(5) 


A     B"     B' 
B"    A'     B 

B'      B     A" 


A  =  o. 
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En  appelant 

AX2-^  A'Y^  +  A"Z^  4-  2B  YZ  -^  aB'XZ  +  2B"XY 

le  premier  membre  de  réquatlon  du  complexe  (i),  les  élé- 
ments A,  B,  ...  sont  du  second  degré  en  x',  j'',  z' ,  et  les 
points  où  le  cône  se  réduit  à  un  plan  double  sont  donnés  par 
les  formules 

qui  se  réduisent  à  deux  équations  distinctes  du  quatrième 
degré  en  x',  y' ,  z' \  ces  équations  ont,  par  suite,  i6  solutions, 
et  il  existe  i6  points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe  se 
réduit  à  un  plan  double.  Prenons  l'un  de  ces  points  pour 
origine,  on  a  (t.  I,  p.  i6t) 


d\~ô\'~\  OU" 


,.v=^-_,^.j 


cette  lormule  montre  que  les  termes  du  degré  le  moins  élevé 
en  x' ,  y' ,  z'  dans  A  sont  du  second  degré,  puisqu'ils  sont  du 

|)remier  deirré  au  moins  dans  les  dérivées— r-j  •••:  donc  les 
I  °  OS. 

i6  points  en  question  sont  des  points  singuliers  de  la  surface 

de  Kummer.  x\insi  : 

La  surface  de  Kummer  a  i6  points  sino^uliers  qui  sont 
les  points  pour  lesquels  le  cône  du  complexe  se  réduit  à 
deux  plans  confondus. 

La  transformation  par  polaires  réciproques  montre,  eu 
outre,  que  : 

La  surface  de  Kummer  est  de  quatrième  classe;  elle 
a  i6  plans  tangents  singuliers  ;  elle  est  l'enveloppe  des 
plans  pour  lesquels  la  conique  du  complexe  se  réduit  à 
deux  points. 

L'équation  qui  fournit  les  points  singuliers  de  la  surface 
de  Kummer  est  résoluble  par  radicaux  {voir  Jorda^t,  Théorie 
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des  substitutions )T^.  3x3).  Voir,  pour  plus  de  détails,  Pluc- 
KER  {Neue  Géométrie  des  Raumes)  (c'est  dans  cet  Ouvrage 
que  nous  avons  puisé  les  théories  précédentes),  et  Kummer 
[Monatsberichte  de  l'Académie  de  Berlin,  i864). 


VIII.  —  Des  congruences  en  général.  —  Foyers. 

Considérons  les  équations 

(1)  X=a7  +  Xa,         Y=jK-hXp,         Z  =  z-^\'(, 

et  supposons  que  x^  y,  z^  A,  a,  (B,  y  soient  fonctions  de  deux 
paramètres  variables  [j.,  v,  X,  Y,  Z  désignant  les  coordonnées 
courantes,  x,  y^  z  les  coordonnées  d'un  point  variable  et  a, 
[i,  Y  trois  cosinus  directeurs;  ces  équations  représenteront 
une  droite  variable,  ou,  si  Ton  veut,  la  congruence  formée 
de  toutes  les  droites  représentées  par  (i). 

Soient  D  une  droite  de  la  congruence;  0  la  plus  courte 
distance  de  D  et  d'une  droite  infiniment  voisine  D';  A  une 
droite  perpendiculaire  à  D  et  S  ;  ^  la  distance  du  point  x,  y^  z 
par  lequel  nous  supposerons  que  passe  D,  au  pied  de  la  per- 
pendiculaire commune  à  D  et  D'.  Les  formules  du  §  1  du 
Chapitre  précédent  donneront,  en  supposant  les  droites  D  et 
D'  infiniment  voisines, 

VI)     0=  ^  , 

(  3  )  f/V2  =  d-x.^  -H  f/p2  +  ch('^  ; 

les  cosinus  directeurs  des  droites 

D  sont  a,   p,  Yj 

d^(  —  Y  ^^\'     ï  ^'^^  —  ^  '^T     ^  ''A^  —  ?  '^^^ 


(4)  )  0    sont 

A    sont 


dW  d\  d\ 

d^     dl     dj^ 
d\'  dV'  d\'' 
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le  X  du  point  où  o  rencontre  D  est  donné  par  la  formule 
dx  d'3.-^  dy  û?p  -4-  dz  rfy 


(5) 


dS"^ 


Ces  formules  étant  établies,  nous  allons  voir  que  : 

Il  existe  deux  points  appelés  foyers  sur  D,  oii  D  est 
rencontrée  par  une  droite  D'  infiniment  voisine. 

Pour  mettre  ces  points  en  évidence,  il  suffit,  dans  la  for- 
mule (2),  de  supposer  0^0,  ce  qui  donne 

(6)  dx{  p  f/y  —  Y  d^)-^  df{'{  dx  -  a  d'[)-^  dz{%d'^  —  3  rfa)  =  o. 

Cette  équation  est  du  deuxième  degré  en  r/v  et  d'j,  ou  plutôt 

en  -7-;  elle  fera  connaître  deux  valeurs  de  ce  rapport  et  par 

suite  deux  valeurs  de  A  au  moyen  de  la  formule  (5),  ce  qui 
met  en  évidence  l'existence  des  foyers. 
L'équation  (6)  peut  s'écrire 

a  ^  Y 
doL  f/;3  d'( 
dx     dy     dz 

En  élevant  cette  équation  au  carré  et  en  tenant  compte  de  (5), 
on  trouve 

I,  o,  Z-i^  ^"^ 

o,  dS'-,        A  fA'2 

\  a  dxj     A  d\-,      2_.  ^^•^" 


ou  bien 
ou  enfin 

(7) 


A2(fV2  =  Vf/^î  — (  V: 


dx 


dY 


'{dyf 
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L'équation  (6)  exprime  que  la  droite  D  renconti-e  une  droite 
infiniment  voisine;  c'est  une  équation  différentieile  en  v  et  [jl 
qui  détermine  v  en  fonction  de  pi  et  d'une  constante  arbi- 
traire c.  Si  l'on  porte  cette  valeur  dans  (i),  ces  équations  ne 
dépendront  plus  que  de  a  et  de  c;  quand  on  donnera  à  c  une 
valeur  déterminée,  les  droites  (i)  engendreront  une  dévelop- 
pable.  Les  développables  qui  forment  un  système  double 
[puisque  l'équation  (G)  est  du  deuxième  degré]  que  l'on 
obtient  en  faisant  varier  c  sont  ce  que  l'on  appelle  les  déve- 
loppables du  faisceau. 
Ainsi  : 

Les  droites  d'une  congruence  forment  deux  séries  de 
développables,  touchées  par  les  droites  de  la  congruence 
en  leurs  foyers. 

Le  lieu  des  foyers  ou  des  arêtes  des  développables  est  une 
surface  à  deux  nappes  que  l'on  appelle  la  surface  focale. 

La  surface  focale  est  touchée  en  deux  points  par  chaque 
droite  de  la  congruence;  on  obtiendra  son  équation  en  rem- 
plaçant ).  dans  (i)  par  la  valeur  ('y)  de  A  et  en  éliminant 
ensuite  \^  p.  et  v  entre  les  équations. 

La  surface  focale  pourra  se  composer  soit  de  deux  sur- 
faces distinctes,  soit  de  deux  nappes  appartenant  à  une 
même  surface.  Les  développables  ne  sont  pas,  en  généi^al, 
tangentes  aux  focales;  mais,  quand  cela  a  lieu,  leurs  arêtes 
de  rebroussement  sont  des  asymptotiques  des  focales,  car 
leurs  plans  osculateurs  sont  tangents  aux  focales. 

Les  plans  focaux  d'une  congruence  sont  les  plans  tan- 
gents aux  développables  du  faisceau.  Il  en  passe  deux  par 
chaque  génératrice;  ils  sont  osculateurs  aux  arêtes  de  rebrous- 
sement des  développables. 

Pour  trouver  les  plans  focaux  qui  passent  par  la  di'oite  (i),  . 
nous  observerons  que,  les  plans  devant  passer  par  :r,  y,  z, 
leurs  équations  seront  de  la  forme 

A{X—x)-^B{Y—y)-{-C{Z  —  z)  =  o; 
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un  plan  focal  étant  parallèle  aux  directions  a,  [i,  y  et  a  4-  r/a, 
^  H-  d^,  y  +  f/y,  on  devra  avoir 

A  a    ^  iri    -hCy     =0, 
Af/a  —  Bf/3-  Cd-{  =  o, 

et,  par  suite,  un  plan  focal  aura  pour  équation 

(8) 


0  =  (X  —  .r)(.3f/Y  —  Yf/3)+  (Y  —  j)(y(/x  -  -xd'i) 


et  d'ailleurs  la  droite  qui  a  pour  coefficients  directeurs 
a  +  f/a,  jîi -f- r/3,  y  +  r/y  doit  rencontrer  (i);  pour  cette 
droite  on  doit  donc  avoir  0  =  0,  ou 

(G)    dr{  p  d'i  —  Y  d%)-^  dy{y  doc  —  %  d-;)  -r-  dzi.oid'^  —  ^rfa)  =  o ; 

I  '  •        d^x  .  , , ,  .  /  f,  s 

celte   équation   détermine  -j-  et,    par  suite,   1  équation  (o). 

Comme -1^  a  deux  valeurs.    l'équation  (8)  fournira  bien  les 

deux  plans  focaux. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  qu'///2e  congriience  se 
compose  de  toutes  les  droites  tangentes  à  deux  surfaces 
dites  focales.  Réciprocpiement,  les  tangentes  communes  à 
deux  surfaces  engendrent  une  congruence,  et  ces  deux 
surfaces  peuvent  être  choisies  arbitrairement. 

Les  tangentes  à  un  faisceau  de  courbes  tracées  sur  une 
surface  engendrent  aussi  une  congruence,  de  même  que 
toutes  les  droites  d'une  congruence  sont  tangentes  à  des 
courbes  qui  sont  les  arêtes  de  rebroussement  des  dévelop- 
pables  de  la  congruence,  toutes  situées  sur  la  surface  focale 
et  formant  un  réseau  sur  cette  surface. 

Si  l'on  considère  les  arêtes  de  rebroussement  d'une 
série  de  développables  d'une  congruence,  ces  courbes  sont 
conjuguées,  sur  la  focale  qui  les  contient,  des  traces  des 
développables  de  Vautre  série  sur  la  même  focale. 

En  effet,  soit  \x=i  const.  l'équation  des  arêtes  de  rebrous- 
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sèment  de  la  première  série  de  développables,  sur  la  focale 
qui  est  leur  lieu,  v  =  const.  l'équation  des  traces  de  l'autre 
série  de  développables  sur  la  même  focale.  Prenons  [j.  et  v 
pour  variables,  les  équations  de  la  congruence  seront 


dv 


Si  l'on  écrit  que  cette  droite  rencontre  la  droite  infiniment 
voisine  représentée  par  les  équations 


dx 


on  aura 


dl   dx    ,         ,     d'-x     j 

d[x  -K  À  - — -  dix, 

(J]x  oj  a\xa't 


d-x       à'^y        d'^z 


Oixdf  dix  dv  dix  dv 

dx  dy  dz 

dix  dix  dix 

dx          dy  dz 

c'v           dv  dv 


o, 


ce  qui  exprime  bien  que  [j.  ==  const.  et  v  =  const.  sont  des 
courbes  conjuguées. 


IX.  —  Points  principaux.  —  Point  moyen. 


JNous  pouvons  regarder  x,  y,  z  comme  fonctions  de  a,  [i,  y, 
ces  dernières  variables  étant  reliées  par  la  relation 


^^-^p  +  f. 


I  ; 


la  quantité  A  qui  mesure  la  distance  du  point  x,  y,  :;  à  la 
droite  (i)  est  donnée  par  la  formule 


_  f/a  dx  -i-  d'^  dy  -r-  dy  dz 

d\r^ 


bien 


2^d'J-\  -r-  da. 


dx  dx 


dy 


d\^ 
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c'est-à-dire 


A  = 


d\'^ 
Si  nous  posons 


d% 
d\ 

nous  aurons 

(9) 

a'2  -^  8'2  ^  y'2 

=  '» 

(10) 

aa'-33'  — v-/ 

=  0 

el 

Cherchons  le  maximum  et  le  minimum  de  A  quand  on  fait 
varier  a',  ,S',  y';  à  cet  effet,  égalons  à  zéro  les  dérivées  de 

l[A-f-p(a'2--3'2^-Y'^)-T(aa'--33'-YY')]' 


nous  aurons 


i,/  dv\        1  „,    dx        dy\        \     ,    dx        dz\        i 

I  I     ,/dz        dx\        1  „,/()>'        ()-\  ,/  ')z\        I 

Si  Ton  multiplie  la  première  de  ces  formules  par  a',  la  seconde 
par  jj',  la  troisième  par  y'  et  si  l'on  ajoute,  on  trouve,  en 
vertu  de  (9),  (10)  et  (11),  p  =  — A;  alors  Télimination  de 


\  /  ôx        dy\ 
2  l,^  ~  ()a/ 

1  /c)j"        dz\ 

2  V^  "^   C^/ 

i  /dy        dx\ 

2  \^a  "^  ôfj 

I  (ày  dz\ 
2Wy         '^^/^ 

1  fàz    ^    dr\ 

2  VcJa  ^  (^Y,/ 

i  /^-    ,   ày\ 
■i\d^       d'ij 

c^Y 

a 

P 

ï 
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a',  ^',  v',  -  entre  ces  équations  et  (10)  donne 


(i3) 


On  démontre  sans  peine  que  cette  équation  en  A  a  deux 
racines  (t.  II,  p.  4^7)  qui  sont  réelles,  mais  cjui  peuvent  être 
égales,  et  comme  A  n'est  pas  généralement  infini,  on  en  con- 
clut que  la  plus  courte  distance  0  d'une  génératrice  D  aux 
génératrices  voisines  ne  peut  se  mesurer  qu'entre  deux  points 
en  général  distincts  et  situés  à  distance  finie  ;  ces  deux  points 
sont  les  points  principaux  de  la  génératrice  D.  Le  lieu  de 
ces  points  se  compose  de  deux  nappes  qui  forment  la  surface 
principale  de  la  congruence. 

Les  points  principaux  une  fois  connus,  les  équations  (10) 
et  (12),  qui  sont  du  premier  degré,  fourniront  a',  [i',  y',  g. 
En  vertu  des  formules  (4),  a',  ^' ,  y'  sont  les  cosinus  directeurs 
des  droites  A  perpendiculaires  à  D  et  à  S  menées  par  les  points 
principaux.  Ces  droites  sont  les  normales  aux  plans  passant 
par  D  et  les  plus  courtes  distances  0  extrêmes  menées  par 
les  points  principaux,  plans  que  l'on  a  appelés  principaux. 

Les  plans  principaux  sont  ortJiogonaux.  C'est  ce  que 
l'on  vérifie  bien  facilement,  en  désignant  par  a',,  [i', ,  y',.  A, 
les  valeurs  de  a',  [ï',  y',  A,  en  l'un  des  points  principaux,  ces 
valeurs  étant  toujours  désignées  par  a',  [^',  yS  A.  en  l'autre; 
en  multipliant  alors  les  équations  (12)  par  a',,  [3',,  y',,  en  les 
ajoutant,  puis  en  pei'mutant  les  lettres  portant  l'indice  avec 
celles  qui  ne  le  portent  pas  et  retranchant  les  résultats,  on 
trouve 


ce  qui  montre  que,  si  A^xV,  c'est-à-dire  si  les  points  prin- 
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cipaux  ne  sont  pas  confondus,  les  plans  principaux  sont 
rectangulaires.  c.  q.  f.   d. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  le  cas  où  A  =  x. 

On  appelle  point  moyen  d'une  génératrice  le  milieu  de 
l'intervalle  compris  entre  les  points  principaux;  on  appelle 
plan  moyen  d'une  génératrice  le  plan  mené  par  le  point 
moyen  perpendiculairement  à  cette  génératrice.  Enfin,  on 
appelle  surface  moyenne  et  enveloppée  moyenne  d'une 
congruence  le  lieu  des  points  moyens  et  Tenveloppe  des 
plans  moyens. 

Prenons  maintenant  pour  plans  de  coordonnées  les  plans 
principaux  et  le  plan  moyen  de  la  génératrice  D,  qui  sera 
prise  pour  axe  des  z,  on  aura  x  =y  =  z  =  o,  a  =  o,  [5i  =  o, 
Y=  I,  et,  en  vertu  de  aa'+  ^|j'+yy'^<^)  <^n  aura  -.''=0, 
a'- -+-  jj'- =  I.  Dans  les  équations  (i;^),  0  est  égal  à  Tune  des 
valeurs  de  A  changée  de  signe.  Si  donc  on  appelle  2/?  la 
distance  des  points  principaux,  0  devra  être  remplacé  par 
±p  elles  deux  premières  équations  (12)  deviendront 

I     ,  /  Ox 


-^^,.?^l)^^'^^=^)  =  '' 


Kl-^) 


or  a',  ^j',  y'  sont  les  coefficients  directeurs  des  plans  princi- 
paux :  donc  ces  plans  principaux  ayant  été  pris  pour  plans 
de  coordonnées,  ces  formules  doivent  être  satisfaites  pour 
a'=  o,  p'=  I  et  pour  y.'=  i ,  ^'=0,  ce  qui  donne 

àx        dv  dx  Oy 

l'équation  (iS)  devient 

.  (  àx        dy\        \  fdx        ày\r  .    àx  dy  _ 

A  devant  avoir  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires, 
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àx         ây    ,    .     ^  1  1 

H  -7^  noit  être  QUI5  on  peut  donc  poser 


(•4) 


Les  équations  (5)  et  (6),  qui   font  coanaître   les  foyers, 
deviennent  alors 


dx 

dy 

dx 
ai  ^ 

dy 

A  = 

[dx    , 
—  a 
\0oi 

).. 

/àv     , 

dy 

d,3 

?' 

). 

/dx 
\dai 

dx 

P')?' 

\  drt. 

+ 

^7 

^■) 

a'  = 

0 

ou, 

en 

vertu 

de(i 

4), 

A  = 

=  poc' 

qi^'- 

^a'-2) 

~  ipOL'Pj 

=  0 

OU 

(1 

— 

2/»  a 

'?'  = 

=  0; 

on 

tire 

de  là 

A  =  ±  \/p^—qK 

En  appelant  alors  2/ la  distance  des  fojers,  on  a  donc 

et  1  on  voit  que 

Les  foyers  sont  à  égale  distance  du  point  moyen. 

Théorème  de  Sturm.  —  Les  droites  voisines  dhine  con- 
gruence  D  rencontrent  deux  droites  fixes.  [Comptes 
rendus,   i"''  semestre  i845.) 

Ceci  doit  avoir  lieu  a  priori,  car  toute  congruence  peut 
être  considérée  comme  étant  du  premier  degré,  quand  on 
fait  varier  très  peu  les  paramètres  dont  elle  dépend,  et  l'on 
a  vu  que  toutes  les  génératrices  d'une  congruence  du  pre- 
mier degré  rencontraient  deux  droites  fixes. 
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Nous  allons  vérifier  cette  conclusion.  Les  droites  voisines 
de  D  ont  pour  équations 

X  —  X  —  (Ix        Y  —  y  —  dy        Z  —  ;  —  âz 

et,  si  l'on  particularise  les  axes  comme  tout  à  l'heure, 

X-C/^g'-i-yp')^-  _  Y  +  (ya'+^p')rfV  _  Zr/V 

P'  -      1     • 

Si  l'on  écrit  ces  équations  ainsi 

on  \oit  que  la  droite  représentée  par  ces  équations  rencontre 
la  droite 

.  Y_     /7a'-+-yp'-^a'Zo 

\        — <7a— /7^-T-pZo 

qui  sera  fixe,  si  l'on  a 

r  -^  Z„  (/ 


(iG) 


—  gr  Zo  — /> 

ou 

Zo  =  =i=  //>■-  —  î7-  =  — /• 

Les  droites  en  question  se  trouvent  donc  dans  des  plans  paral- 
lèles au  plan  moyen  et  passent  par  les  foyers.  Les  coefficients 
angulaix'es  des  projections  de  ces  droites  sur  le  plan  moyen 
sont  donnés  par  la  formule  (16),  où  l'on  doit  remplacer  Z„ 
par  — /et  par  +/.  Nous  donnerons  à  ces  droites  le  nom  de 
droites  focales. 

Les  droites  focales  sont  contenues  dans  les  plans  focaux . 

En  effet,  l'équation  (8)  montre  que  les  coefficients  direc- 
teurs des  plans  focaux  sont 

^d'{  —  '{d'^{>^     '(doL  —  'xd-(,     af/3  — l^t/a 

OU,  dans  le  système  particulier  de   coordonnées  adopté  en 
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dernier  lieu,  —  [j,  a',  o;  a   et  ^'  étant  d'ailleurs  liés  par  la 

relation  (6),  qui  devient 

q  —  2/?  x'^'=  O 

et  qui  donne 

a'  =  — —  \/p-r-g-^. —  ^p  —  q, 

isjp  1  s'p 

P'  =  —7=  "Jp-^q 7=  s/p  —  q- 

1  sjp  -1  \/p 

Les  équations  des  plans  focaux  sont  donc 

Y  —q  pàz  sjp^—qi 


p  =P  v//*"  —  ^^  '^ 

et,  si  l'on  observe  que  les  deux  membres  de  (iG)  donnent 
pour  ;o=y//>-  —  q-  les  coefficients  angulaires  des  droites 
focales,  on  voit  que  ces  droites  sont  contenues  dans  les  plans 
focaux. 

Le  produit  des  deux  valeurs  précédentes  de  =;  est  égal  à  i  ; 
on  en  conclut  que  : 

Les  plans  focaux  sont  également  inclinés  sur  les  plans 
principaux. 

On  appelle  surface  élémentaire  d'une  congruence  une 
surface  gauche  dont  toutes  les  génératrices  font  partie  de  la 
congruence. 

Toutes  les  surfaces  élémentaires  qui  ont  une  généra- 
trice commune  ont  deux  plans  tangents  communs  cjui 
sont  les  plans  focaux  de  cette  génératrice,  car  les  droites 
focales  sont  lansrentes  à  toutes  ces  surfaces. 


'O 


X.  —  Générations  singulières. 

Les  théories  exposées  ci-dessus  tombent  en  défaut  lorsque 
la  génératrice  D  est  telle  que  l'on  puisse  avoir  t/v  =  o,  ou 

di.'  -H  d}'  -T-  d'(-  =  o. 
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Celte  relation  ne  peut  avoir  lieu  que  si  ch.  =  d'^  =  clv  =  o, 
équations  qui  se  réduisent  à  deux,  puisc[ue 

a  <;/a  -+-  ^3  rfjî  -f-  y  t/y  =  o  ; 

ces  deux  équations  sont 


(/[X  H OV 

c'a  c/'v 


0?     ,  03    , 

o,         —  rt'jL  -. d'i  =  O  : 

(J<x  0-1 


elles  ne  peuvent  avoir  lieu  en  même  teni|)s  que  si  l'on  a 


(I) 


d(;jt,  V) 


Cette  équation  établit  une  relation  entre  ^etv;  les  équations 
de  la  droite  D  ne  renferment  plus  qu'un  paramètre,  et  les 
droites  pour  lesquelles  dv  peut  s'annuler  forment  une  surface. 
Les  droites  en  question  sont  les  droites  singulières  ;  leur  lieu 
est  la  surface  singulière  de  la  congruence. 

Considérons  une  droite  singulière;  pour  que  <:/V  soit  nul, 

il  faut  que 

c)a    ,  dy.    , 

—  «'X  H — -  en  =  o, 

d-x     '         ô'i 

ce  qui  détermine  la  situation  de  la  génératrice  faisant  avec 
celle-ci  l'angle  nul.  Les  foyers  sont  toujours  déterminés  par 
l'équation 


(2) 


d-J.  dx  -T-  d'^  dy  -!-  r/y  dz 


en  posant 

dx{  3  (/-,'  —  Y  c/;3)-i-  ^/(y  d-x  —  ocd^;)-~  dz{0L  rf?  —  ?  c/a)  =  o 

ou 

dx     dy     dz 

d'x     d%     d'> 

'ji        3       V 


dT. 


mais,  en  vertu  de  (i),  c/a,  t/jB,  r/y  sont  proportionnels  à 
-^■)  —  )  en  sorte  ciue  l'équation  précédente  se  réduit  à  une 
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équation  du  premier  degré  en  d^-  et  <:/v,  et  à  l'équation 

dy.    ,  dci 

— -  du.  -\ — —  av  =  o . 

La  première  équation  fournit  un  foyer,  la  seconde  fournit 
pour  A  une  valeur  infinie  ;  donc  : 

Les  droites  singulières  n'ont  qu'  un  foyer  ;  Vautre  foyer 
est  à  V infini. 


,,  >    ,      r   •     (^'J-  ^?-'  à%  d'i 

Lorsque  1  on   a  a  la  lois  — ^  =  o,  -r^  =  o,  --  =  o,  -'- 

^  0\X  0[X  ov  '    ov 


la  droite  correspondante  est  encore  singulière,  mais  elle  est 
parallèle  à  toutes  les  droites  voisines  et  les  deux  foyers  sont 
à  l'infini. 

XI.  —  Congruences  harmoniques. 

Une  congruence  esl  harmonique  par  rapport  aune  surface 
quand  ses  développables  déterminent  sur  cette  surface  des 
sections  formant  un  réseau  de  lignes  conjuguées. 

Considérons  sur  deux  surfaces  s  et  s',  comme  correspon- 
dants, les  points  où  les  plans  tangents  sont  parallèles  ;  les 
droites  joignant  deux  points  correspondants  de  deux  sur- 
faces s  et  s' forment  une  congruence  harmonique. 

En  effet,  soient  x^  y,  ^  et  .r',  y',  z'  les  coordonnées  de  deux 
points  correspondants;  on  peut  représenter  les  deux  surfaces 
par  des  équations  telles  que 

37'=  o'(X,  [a),         y=7;(X,  [j.),  z'=^\\,\x). 

Soient  a,  [3,  y  les  coefficients  directeurs  du  plan  tangent  en 

Xiy^  z  ou  en  x' ^  y' ^  z' \  on  doit  avoir 


(0 


dx 

^ 

P| 

+ 

ôz 

=  o, 

dx' 

^ 

?^ 

-^ 

dz" 

=  o 
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et  deux  autres  équations  obtenues  en  changeant  ).  en  a.  Expri- 
mons que  la  droite  qui  joint  un  point  à  son  correspondant 

X  =  x^p{x'  —  x),         Y=y-hp{y~y),         Z  =  z -i-p(z' —  z) 

rencontre  Li  droite  voisine  menée  par  les  points 

dz 


cUs ,     r  H — ~  dk, 


et 


dx' 


OK 


dl 


rfA,    y  -h  -^  dk,     z  -^. =r-  dA 

■^  OK         '  Ol 


correspondants  sur  les  lignes  coordonnées  |JL=r  const.,  nous 

aurons 

dx    dx       dx'  ,  I 

^    7k~  'ôï   "^  ~  ^ 


ou,  plus  simplement, 


C^) 


De  (i)  on  tire 


(3) 


dy  dz 
ik  àî 
dv'     dz' 


dx  dx'  , 

dy  dy'  , 

éx  'k   ^"^ 

dz  dz^      _    _  _, 

àX  'dï      ^  ~  " 


-? 


dz 
dK 

dx 
dl 

dz' 
dK 

dx' 

OK 

1  • 

dx 

dv 

Ok 

oX 

dx' 

dv' 

dX 

OK 

portant  les  valeurs  de  a,  Jj,  y  à  la  place  des  déterminants  qui 
leur  sont  proportionnels  dans  (2),  nous  aurons 

(x  —  x')x  —  {y—y')'^^(z—z')'{=o, 

équation  absurde,  puisque  la  normale  n'est  pas  en  général 
perpendiculaire  à  la  droite  qui  joint  les  points  correspon- 

L.  —  Traité  d'Analyse,   V'II.  20 
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ciants.  Ceci  prouve  que  les  formules  (3)  n'ont  pas  lieu;  en 
d'autres  termes,  que  les  déterminants  qvii  y  figurent  sont  nuls. 

Ainsi  l'on  a 

dx  _  djp'        dy  _  dy'        dz  _  dz' 

en  appelant  u  chacun  de  ces  rapports  égaux,  on  aura 


dx 
dfk 


dx' 


on  aurait  d'une  façon  analogue 


dx 
du 


dx' 
'dû'- 


On  tire  de  ces  équations,  en  difTérentiant  par  rapport  à  À  et  u. 


à-  X  à-  x' 

=  u 


ol  di- 
à^-x 


dx'  du 


OX  dii         dX    d[JL 
d-x'         dx'  df 
dX  dix  dX  dix        dix  dX 

d'où,  par  soustraction, 

d'^x'         du  dx'        di>  dx' 
^  "  ~  ^^  dX^  '^  d^~àX  ~àX  'd^x^^' 

Comme  u^v,  sans  quoi  x  et  x',  y  et  i ',  z  el  z'  ne  différe- 
raient que  par  des  constantes,  on  déduit  de  cette  équation  et 
de  ses  analogues 

d-^x'       d'iv'        d'-z' 


dX  d[x  dX  dix  dX  dix 

dx'          dy'  dz' 

dix          dix  dix 

dx'          dy'  dz' 

'àX          'dX  'dX 


=  0, 


ce  qui  prouve  C[ue  les  développables  de  la  congruence  cou- 
pent le  lieu  des  points  x',  y',  z'  suivant  des  courbes  conju- 
guées, ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 


X 

x-^ 

p^l 

Y 

y 

-f- 

P3 

Z 

= 

z 

-h 

PT 
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XII.  —  Du  faisceau  des  normales  à  une  surface. 

Un  faisceau,  contrairement  à  ce  que  l'on  pourrait  croire 
au  premier  abord,  n'a  pas  en  général  ses  droites  normales  à 
une  même  surface.  Soient,  en  effet,  a,  ^,  y  les  cosinus  direc- 
teurs d'une  droite  du  faisceau,  .r,  y,  ;;  les  coordonnées  d'un 
point  de  cette  droite;  s'il  existe  une  surface  ayant  pour  nor- 
males les  droites  du  faisceau,  on  pourra  désigner  par  X,  Y,  Z 
les  coordonnées  du  point  où  la  droite  que  nous  considérons 
rencontre  la  surface;  si  l'on  appelle  alors  p  la  distance  des 
points  x,y,  z  et  X,  Y,  Z,  on  aura 


(0 


on  peut  supposer  que  les  points  x,  y,  z  se  trouvant,  eux 
aussi,  sur  une  surface  par  laquelle  on  a  coupé  le  faisceau,  la 
position  du  point  x,  y,  z  déterminera  chaque  droite  du  fais- 
ceau, en  sorte  que  X,  Y,  Z,  .r,  y,  z,  p,  a,  j3,  y  pourront  être 
considérés  comme  des  fonctions  de  deux  variables  que  nous 
appellerons  ).  et  tji.  et  qui  pourront  être,  soit  x  cly,  soit  deux 
coordonnées  curvilignes  quelconques  relatives  à  la  surface, 
lieu  des  points  x,  y,  z. 

Différentions  les  équations  (i),  nous  aurons 

/  d\  =  dx  -^  p  doL  -^  y.  dp, 

(2)  \  dY  =  dy  -i-  p  f/^  -^  3  dp, 

\  dZ  =  dz  -T-  p  d'(  -T-  Y  dp  ; 

pour  que  la  surface  normale  existe  réellement,  il  faut  que 

l'on  ait 

a  d\  -+-  !î  f/Y  ^  Y  ^Z  =  O' 

et  cette  condition  est  suffisante.  Multiplions  alors  les  for- 
mules (a)  respectivement  par  a,  ^,  y  et  ajoutons-les,  nous 
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aurons,  en  observant  que  a-  +  [3-  H-  v-  est  égal  à  un, 

o  —  a  dx  -T-  p  f//  -I-  Y  dz  -+-  do 


OU  bien 


SI  nous  posons 


f/p  —  a  c/jr  -i-  p  dy  -\-  ^^  dz\ 


dx  dy  dz        ^ 

dl        ^  dk         '    dK 
dx        „  dy  dz 

l'équation  précédente  deviendra 

—  dp  ^  G  dl  -i-  H  dix, 

et  l'on  voit  que  p  n'existera,  et  par  suite  que  X,  Y,  Z  n'exis- 
teront que  si  l'expression  G  dX  H-  H  d^  est  une  différentielle 
exacte. 

L'expression  précédente  ne  sera  une  différentielle  exacte 
que  si 


àG  _dH  _ 


ce  que  l'on  peut  écrire 


dx  doL        dx  dy.        dy  t)^        dy  d^        dz  d'[         dz    dy 
d\   d^ji        dix  dl    '    dl   dix        dix  dX    '    d\    dji.        dix  dX 

Réciproquement,  quand  cette  équation  aura  lieu,  on  pourra 
calculer  p  à  une  constante  près,  et  il  existera  une  infinité  de 
surfaces  normales  au  faisceau  et  parallèles  entre  elles. 

Prenons  une  génératrice   du  faisceau  pour  axe  des  z  et 
faisons  ).  =  a,  ^  ^=  1^,  ^  =  o,  la  relation  (3)  prendra  la  forme 

(P-  299) 

dx        dy 
-d^-^d^^''         ""         ^^='^"' 

donc  : 

1°  Les  points  principaux  et  les  foyers  sont  confondus; 
2"  Les  plans  focaux  faisant  l'angle  o  açec  les  plans 
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principaux,  on  a  2R  tang'j  =  c»,  et,  par  suite,  les  plans 
focaux  et  les  plans  principaux  sont  confondus  ; 

3"  Donc  les  plans  focaux  sont  rectangulaires; 

4"  Donc  les  développables  du  faisceau  sont  orthogo- 
nales; 

5°  Donc  les  droites  focales  sont  rectangulaires  et  situées 
dans  les  plans  focaux. 

Réciproquement,  loutes  ces  conditions  supposent  ^7  ^^  o  : 
elles  sont  donc  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  sur- 
face normale  existe. 

Il  résulte  de  là  que  les  normales  à  une  même  surface  for- 
ment deux  systèmes  de  développables  qui  découpent  la  sur- 
face suivant  des  courbes  qui  ne  sont  autres  que  les  lignes  de 
courbure.  Ces  développables  sont  orthogonales  et  leurs  arêtes 
de  rebroussement  forment  les  surfaces  focales  du  faisceau. 
Ces  surfaces  focales  sont  évidemment  les  lieux  des  centres  de 
courbure  principaux  de  la  surface,  car  le  point  où  deux 
normales  infiniment  voisines  se  rencontrent  est,  ou  peut  être 
considéré  comme  le  point  de  rencontre  de  deux  normales 
infiniment  voisines  de  la  section  normale  principale. 

Enfin  les  normales  à  une  surface  forment  une  congruence 
harmonique  par  rapport  à  cette  surface.  Les  lieux  des 
centres  de  courbure  principaux  sont  donc  touchés  par  les 
normales  de  la  surface. 

Il  est  facile  de  prouver  que  les  arêtes  de  rebroussement  des 
normalies  développables  sont  des  géodésiques  des  surfaces, 
lieux  des  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  pro- 
posée. Cela  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Toutes  les  fois  cjue  les  tangentes  à  des 
courbes  tracées  sur  une  surface  et  formant  une  famille 
sont  normales  à  une  même  surface,  ces  courbes  sont  géo- 
désiques. 

En  effet,  si  l'on  suppose  dans  les  équations  (1)  que  a,  |j,  v 
soient  les   cosinus    directeurs   des   tangentes   aux    courbes 
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),  ^const.  d'une  surface  sur  laquelle  on  a  tracé  deux  sys- 
tèmes de  lignes  coordonnées  X  =  const.,  [Ji^const.,  les 
équations  (i)  pourront  s'écrire 

(4)  X  =;r4-p  -—  —,  .  .-, 

en  employant  les  notations  du  Chapitre  III.  La  formule  (3), 
qui  exprime  que  la  surface  normale  existe,  prend  alors  la 
forme 

I      fôxd'^x        dy  d- y  dz  d-z\ 

JM.\d}.    dix-        d\   dix-  (JA  dix- J 

1      I  dx  dx        dy  dy        dz  dz  \  dM 

,.|-  \d\  dix  "^  d\  dix        dï  dix)  dix 

I     /  dx    d''-x         dy    d-y  dz     d 


J^l\dix  dldix        dix  ûl  dix    '    dix  dl  dix 


2M^ 


dM 


c'est-à-di 


ou 


.    /dR 

^M\àlJ- 

I   dM\ 

'2  7>:j~ 

dR 

'dix 

R     dM          I     dM 

1  dM         R    dM 

2  dl         2  M   dix   ~ 

I      dM 

2v/M   àl 

=  0 

Cette  équation,  comme  nous  l'avons  vu  (p.  ii3),  exprime 
précisément  que  les  lignes  ).  =  const.  sont  des  lignes  géodé- 
siques  de  la  surface  auxquelles  sont  tangentes  les  droites  du 
faisceau. 

Il  résulte  de  cette  analyse  que  l'on  peut  toujours  se  donner 
l'un  des  lieux  des  centres  de  courbure  d'une  surface;  la  sur- 
face elle-même  est  indéterminée,  ainsi  que  l'autre  lieu  de  ses 
centres  de  courbure.  Pour  trouver  l'une  des  solutions  que 
comporte  cette  cjuestion,  on  tracera  sur  la  surlace  donnée 
un  faisceau  de  géodésiques;  leurs  tangentes  seront  normales 
à  la  surface  cherchée.  Le  faisceau  de  ces  tangentes  détermine 
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en  même  temps  l'autre  surface  des  centres  de  courbure  qui 
est  une  de  ses  focales. 

Ainsi  une  surface  est  déterminée,  mais  incomplètement, 
quand  on  se  donne  l'un  des  lieux  de  ses  centres  de  courbure 
principaux  ;  mais  on  ne  peut  pas  se  donner  a  priori  les  deux 
lieux  de  ses  centres  de  courbure  principaux,  parce  que  les 
tangentes  communes  à  deux  surfaces  quelconques  ne  forment 
pas  nécessairement  un  faisceau  normal  à  une  même  surface. 

Nous  avons  vu  d'ailleurs  que,  d'un  point  quelconque  de 
l'espace,  on  voyait  les  surfaces  lieux  des  centres  de  courbure 
principaux  se  couper  à  angles  droits,  et  cela  même  prouve 
une  fois  de  plus  que  ces  surfaces  ne  sauraient  être  quel- 
conques (t.  II,  p.  446). 


XIII.  —  Quelques  surfaces  élémentaires  du  faisceau  des  normales 
à  une  surface. 

Les  surfaces  élémentaires  du  faisceau  des  normales  à  une 
surface  qui  ont  pour  directrices  les  lignes  de  courbure  sont, 
comme  l'on  sait,  les  normalies  développables  ;.  nous  n'avons 
rien  à  en  dire  de  nouveau. 

Considérons  maintenant  les  surfaces  élémentaires  ou  nor- 
malies qui  ont  pour  directrices  les  asvmptotiques  ;  les  géné- 
ratrices d'une  de  ces  normalies  sont  les  binormales  d'une 
ligne  asymptotique  ;  or,  la  plus  courte  distance  de  deux 
binormales  à  une  courbe  infiniment  voisines  est  la  tangente 
à  cette  courbe.  Donc  les  lignes  de  striction  des  normalies 
qui  nous  occupent  sont  précisément  les  asymptotiques 
elles-mêmes. 

La  ligne  de  striction  de  la  normalie  est  une  ligne  géo- 
désique  de  cette  surface,  puisque  son  plan  osculateur  lui 
est  normal. 

On  appelle,  d'après  Bour,  surface  réciproque  d'une  sur- 
face gauche  le  lieu  des  plus  courtes  distances  de  deux  géné- 
ratrices infiniment  voisines. 
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Les  surfaces  réciproques  des  normalies  c^ui  passent  par 
les  asymptotiques  d' une  surface  sont  développables. 

En  effet,  les  plus  courtes  distances  en  question  sont  les 
tangentes  aux  asymptotiques. 

Récipi'oquement,  si  la  surface  réciproque  d^ une  surface 
gauche  est  développahle,  la  ligne  de  striction  de  cette 
surface  sera  une  asyniptotique. 

En  elFet,  la  ligne  de  striction  sera  l'arête  de  rebroussement 
de  la  surface  réciproque,  et  son  plan  osculateur  sera  tangent 
à  la  surface. 

Considérons  maintenant  une  nornialie  ayant  pour  direc- 
trice une  géodésiqiie,  la  génératrice  de  la  normalie  sera  la 
normale  principale  de  la  géodésique  considérée;  nous  serons 
alors  en  présence  d'une  surface  gauche  lieu  des  normales 
principales  d'une  courbe.  Donc  (p.  266)  la  géodésique 
directrice  de  la  normalie  sera  une  asymptotique  de  cette 
nornialie. 

Le  \  du  point  central  compté  à  partir  de  la  surface  pro- 
posée sera  donné  (p.  26-')  par  la  formule 


T  et  p  désignant  la  torsion  et  la  courbure  de  la  géodésique 
directrice  considérée. 


XIV.  —  Théorème  de  Dupin. 

Par  un  point  M  d'une  surface  faisons  passer  trois  axes 
rectangulaires,  à  savoir  la  normale  à  la  surface  qui  sera  axe 
des  c-  et  deux  axes  tangents  aux  lignes  coordonnées  passant 
en  M;  soient  a,  6,  c,  «',  b' ,  c',  a",  h",  c"  les  neuf  cosinus 
servant  à  passer  de  ces  axes  aux  axes  de  coordonnées. 

Par  chaque  point  M  imaginons  une  droite  ayant  pour  lon- 
gitude et  colatitude  par  rapport  aux  axes  passant  en  M  les 
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angles  -!>  et  Q;  les  cosinus  directeurs  de  cette  droite  seront 

a  sin  6  cos'ii  -i-  a'  sinO  sin^!/  -f-  a"cosO  =  a. 
6  sinO  cos'li  -i-  6'  sinO  sinil/  -I-  6"  cos6  =  [î. 
c  siiiO  cos'ii  -4-  c'  «inO  sini!/  -f-  c"  cosO  =  y- 

Pour  que  cette  droite  dans  toutes  ses  positions  soit  normale 
à  une  même  surface,  il  faut  et  il  suffit  que,  en  appelant  x,y,  z- 
les  coordonnées  du  point  M,  l'expression 

a  dx  H-  3  dy  -i-  •(  dz 

soit  une  didérentielle  exacte;  or,  en  supposant  le  ds  de  la 
surface  mis  sous  la  forme 

ds"^  ^  L  o?À2  -~  iM  rfiJLî, 
on  a 

dx  —  a  \Jl  (Tk  -T-  a'  /M  d\L, 
dy  =  b  ^L  dl  -^  b'  v/AÏ  <a, 
dz  =  c  /L  dX  -T-  c'  /.M  c?[Ji. 

L'expression  a  <r/x  -;-  3  dy  -h  v  r/c  devient  alors 
V^L  sinO  cos'!>  <r/À  -i-  /M  sinO  sin(I>  </a, 

et,  pour  que  la  surface  normale  existe,  il  faut  et  il  suffit  que 
l'on  ait 

(0  —  (/L  sin 6  cos <!/)=— fv/AÏ  sine  sin-i-). 

Celte  relation  ne  dépend  que  de  L  et  M  ;  donc,  si  l'on  déforme 
la  surface  ls\  en  conservant  les  directrices  6,  0  de  manière 
qu'elles  restent  applicables  sur  elles-mêmes,  les  droites  '}, 
0  resteront  normales  à  une  même  surface. 

Maintenant  changeons  sinG  en  k  sinf),  A'  désignant  un  coef- 
ficient constant,  il  est  clair  que  la  relation  (i)  subsistei^a:  mais 
on  peut  alors  supposer  que  les  droites  6,  0  sont  des  rayons 
lumineux,  que  la  surface  lieu  des  points  M  est  une  surface 
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de  séparation  de  deux  milieux,  l'indice  de  réfraction  étant  /{. 
On  peut  donc  dire  que  : 

Si  des  rayons  lumineux  sont  normaux  à  une  même 
surface,  ils  restent  normaux  à  une  même  surface  après 
s  être  réfléchis  ou  réfractés  sur  une  même  surface  sépa- 
rant deux  milieux. 

Ce  théorème  est  de  Dupin  ;  la  démonstration  précédente 
est  de  Laguerre, 

La  formule  (i)  met  encore  ce  fait  en  évidence  : 

Les  tangentes  à  un  système  de  géodésiques  d'une  même 
surface  sont  normales  à  une  même  surface. 

En  effet,  supposons  que  \  =  const.  soient  des  géodésicjues, 
y/M  sera  fonction  de  \x  seul,  on  aura  9=  ->  '|/ =  - ,  et  par 
suite  l'équation  (i)  se  réduira  à  o  ^  o. 


XV.   —  Congruences  isotropes. 

Soit  D  une  droite  d'une  congruence  et  S  une  surface  de 
référence  quelconque;  menons  à  S  un  plan  tangent  perpen- 
diculaire à  D,  il  touchera  cette  surface  en  un  point  où  nous 
placerons  l'origine  d'axes  instantanés  rectangulaires;  nous 
supposerons  les  axes  des  \  et  des  •/]  tangents  aux  lignes  de 
courbure  de  la  surface  S  :  l'axe  des  t^  sera  naturellement  dirigé 
suivant  la  normale;  \,  '/],  ^  désigneront  alors  les  coordonnées 
d'un  point  A  quelconque  de  la  droite  D. 

Les  projections  du.,  dv  du  déplacement  du  point  A  sur  les 
axes  instantanés  sont  données  parles  formules  (p.  173),  où 
l'on  fait  /■  r=  o, 

(i)  '  1  ^       ' 

^  ^  I  dv  =  A'dl  -f  B' dix  ^  ex  dix; 
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dans  ces  formules, 
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A  =  v/L  — 


B 


(2) 


A 

B'  =  y/M 

G  = 


à'^        2/LM  (^l^ 

T,         dM 
2  v/LM   ^'>^  ' 


•2  v/LM  ^[^ 


dM 


G'  =  — 


Lv/m' 

m 
M  v/L 


Coaimcnçons  par  clierclier  les  foyers  et  les  plans  focaux;  à 
cet  efTet,  nous  emploierons  l'artifice  suivant  :  considérons  une 
surface  élémentaire  passant  par  D;  appelons  w  Tangle  que  le 
plan  tangent  à  cette  surface  fait  avec  le  plan  des  ^ç  le  long 
de  la  droite  D,  on  aura 


(3) 


dv        \'  cfk  -^  B'  d\x  -^  G'  ^  d\L 


Si  nous  observons  que  toutes  les  surfaces  élémentaires  ont 
(p.  2p4)  même  plan  tangent  au  foyer,  nous  obtiendrons  les  ^ 
des  foyers  en  exprimant  que  tangco  ne  dépend  pas  du  rap- 
port <:/).  :  r/u.,  ce  qui  donne 


A' 


B'^G'^ 


A  -t-  G  ;  B 

ou,  en  appelant  Z  l'ordonnée  ^  du   foyer  donnée  par  cette 
équation, 

(4)  GG'Z2^Z(AG'^-GB'j^AB'— BA'  =  o; 

d'ailleurs  la  formule  (3)  donnera,  pour  l'angle  10  que  fait  un 
plan  focal  avec  le  plan  des  ^"C, 

A'  B'^G'Z 


tanjïw 


GZ 
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l'éliniinalion  de  Z  donne 

BC  lanjï2  w  —  tangw(B'G  —  AC)  —  A'C'=  o. 

On  voit  que,  en  appelant  Z)  et  Zo  les  w  des  foyers,  co,  et  w^ 
les  angles  que  les  plans  focaux  font  avec  le  plan  des  î^^, 
on  aura 

AB'— BA'                                              A'C 
LiLi=  T^— ,         tangwi  tango),  = r-^  • 

On  appelle  congruences  isotropes  celles  dont  les  plans 
focaux  sont  isotropes;  pour  que  la  congruence  que  nous 
considérons  soit  isotrope,  il  faut  que  l'on  ait  tang-  w  +  i  =  o  ; 
il  faut  donc  que 

(5)  B'C  — AG'--o,         BG^A'G'  =  o. 

Nous  allons  maintenant  particulariser  la  surface  de  réfé- 
rence :  nous  supposerons  que  celte  surface  soit  la  sphère 

(6)  X-'^V'^  -f-  ^2  _  (^2 

et  que  la  droite  D  soit  dans  le  plan  des  vç,  alors  yj  =o.  En 
différenliant  (6)  deux  fois,  on  a 


(71  2;^ 


dx 


(«'  S-^-H^^V^o; 


V  à\  j 


mais  on  a  aussi 


(Ç>'  2^-^  =0- 


dx 


De  (6),  (-)et(9)on  tire  (p.  88) 


a 


dy  dz        àz  àv       '  '         ^LM 
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et  (8),  par  l'éliniination  de  x,y,  z,  donne 


al 
V/LÂÏ 
OU 


L=o 


L  v/LM                         M  v/LM 
,         m  = : 


de  sorle  que,  en  remplaçant  A,  B,  .  .  .  par  leurs  valeurs  (2), 
les  équations  (5)  deviennent 


«^F         2 /Cm  <^[^ 

et,  en  simplifiant, 

2M   dT  ~  dix'         2T  dji  ~  ôiji" 
Ces  deux  équations  donnent,  en  intégrant, 

f  =  y/Aï  =  y/L. 

Tl  en  résulte  : 

I"  Que  les  lignes  coordonnées  sur  la  sphère  sont  telles 
que  le  ds  y  est  de  la  forme 

et  le  réseau  des  lignes  coordonnées  est  isométrique; 

2"  Que,  pour  avoir  une  congruence  isotrope,  il  sujjit  de 
tracer  sur  une  sphère  un  réseau  isométrique,  de  mener 
des  tangentes  à  chaque  ligne  coordonnée,  de  prendre  à 
partir  du  point  de  contact  sur  cette  tangente  une  lon- 
gueur égale  à  A  et  de  mener  par  l'extrémité  du  segment 
ainsi  formé  une  parallèle  au  rayon  de  la  sphère  qui 
' passe  par  son  origine;  les  parallèles  en  question  forment 
une  congruence  isotrope. 
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La  recherche  des  congniences  isotropes  est  ainsi  ramenée 
à  celle  des  réseaux  isométriques  sur  la  sphère. 

Ce  beau  théorème  est  de  M.  Ribaucour  {^Etade  sur  les 
élassoides,  1881,  Mémoire  couronné  par  l'Académie  de 
Bruxelles). 

Prenons  maintenant  pour  surface  de  référence  l'enveloppée 
movenne  de  la  congruence  que  nous  supposons  toujours  iso- 
trope, nous  aurons,  comme  plus  haut, 

B'G— AG'  =  o,        BG  +  A'C'  =  o, 

et,  comme  les  ^  des  foyers  de  la  droite  D  doivent  être  égaux 
et  de  signes  contraires,  en  appelant  Z  l'un  d'eux,  on  devra 
avoir 

AG'-^CB'  =  o,         Z^=^^^^cG^- 

Or  C  et  C  ne  peuvent  pas  être  nuls,  sans  quoi  les  lignes  coor- 
données seraient  des  asymptotiques  (/et  m  sont  nuls  avec 
C  et  C);  il  faut  donc,  pour  que  les  équations  précédentes 
aient  lieu,  que 

A  =  o,         B'  =  o,         BG  +  A'G'  =  o, 
B   A'        B2        A'2 


ou 


72  _ 

G'   G        G'2        G2 


7       _^  B  A' 

^  =  ^G'=+  G' 


Ces  équations,  en  vertu  de  (2),  reviennent  aux  suivantes  : 

(10)  -^  =  _  w'i, ! 

(11)  -r^    =   —  l/M ^5 

,      .  d\  r,        t),AI  /nZ 

(12)  --^  =  H —  — 


/LM   '^>^        M/L 


(.3)  '■'^-       ^        '^L    ,       /Z 


à~>^       %  v/LM  ^v-      l  ^/m 
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Si  l'on  difTérentie  (lo)  par  rapport  à  [xet  que  l'on  remplace 

dr 

-p  par  sa  valeur  (i  i),  si  l'on  difTérentie  (12)  par  rapport  à  A 

dr 
en  remplaçant  —■  par  sa  valeur  (i3),  si  enfin  on  retranche  les 

résultats  l'un  de  l'autre,  on  aura,  en  ayant  égard  aux  for- 
mules ((12))  de  M.  Codazzi  (p.  174)1 

_  L/M  dZ 

on  trouve  d'une  manière  semblable 

_  _  I\l  y/L  dZ 

ni      dix 

Si  l'on  remplace  ^  et  y;  par  ces  valeurs  dans  (10)  et  (12),  on 
trouve,  en  faisant  usage  des  formules  ((12))  de  M.  Codazzi 
(p-'74), 

ce  qui  exprime  que  la  courbure  moyenne  de  la  surface  de 
référence  est  nulle  (p.  100);  donc  : 

Lrnveloppre  moyenne  d'une  congruence   isotrope  est 
un  élassoïde  ou  alysscïde. 

Ce  théorème  est  de  M.  Ribaucour  [loc.  cit.). 
La  recherche  des  élassoïdes  se  ramène  donc  à  la  recherche 
des  réseaux  isométriques  sur  la  sphère. 


XVI.  —  Retour  à  la  méthode  de  Pliicker. 

Appelons  U\,  u-y,  113,  U\  les  coordonnées  d'une  droite 
mobile;  ce  seront,  si  l'on  veut,  les  quantités  «,  6,  /?,  q  qui 
entrent  dans  les  équations 

(1)  x  =  az-\-p,         y=.hz-\-q 

de  cette  droite,  ou  des  fonctions  de  ces  quantités 5  une  équa- 
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tion  entre  iii,  u-^.-,  «3,  U;  définira  un  complexe,  deux  équa- 
tions entre  ces  mêmes  quantités  définiront  une  congruence, 
trois  équations  définiront  une  surface  réglée.  Dans  l'un  ou 
l'autre  de  ces  trois  cas,  si  l'on  considère  une  droite  infini- 
ment voisine  de  la  droite  (1), 

(2)     X  =  {a -^  da)z -T- p -T- dp,        y  ={b -^  db)z -^  q -^  dq, 

et  si  Ton  appelle  0  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  droites, 
<r/V  leur  angle,  on  aura 

^    „ ,        da  dq  —  db  dp 

et  cette  quantité  est  ce  que  l'on  peut  appeler  le  moment 
élémentaire  de  la  droite  (i).  Si  l'on  prend  pour  variables 
«,,  U21  U3,  II;,  ce  moment  prend  la  forme  quadratique 


^  Uij  dui  duj 


ou  les  \]ij  sont  des  fonctions  des  u. 


Surfaces  gauches. 

Soient  maintenant 

(3)  P=o,        Q  =  o,        R=o 

trois  équations  en  w,,  ii-^i  «s,  U\,  elles  représenteront  une 
surface  réglée;  si  nous  égalons  à  zéro  le  moment  élémentaire, 
l'équation  ainsi  obtenue 

(4)  ^^\]ijduiduj=^o 

exprimera  que  la  génératrice  pour  laquelle  cette  équation 
est  satisfaite  rencontre  la  génératrice  voisine  ou  lui  est  paral- 
lèle; or,  en  posant 

p._'^P  o-^Q  R-'^^ 

oui  Oiii  aui 
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(5) 


2_,  '*'■  ^^"'  =^'      ^  ^'  ''"'  '^^'      2  ^'  ^^"'  "^  '^  ■ 


Si  entre  (  f  )  et  (5)  on  éliinine  les  du,  on  irouve 


u„ 

U,2 

U.a 

Un 

Pi 

Q. 

Ri 

u,, 

U22 

U.,3 

Un 

P2 

Q-2 

Ri 

U3, 

U32 

U33 

U3V 

P3 

Q3 

R3 

Uu 

Ui. 

U43 

U;i 

p. 

Qv 

R4 

Pi 

p> 

P3 

Pv 

0 

0 

0 

Q. 

Q2 

Q3 

Qi 

0 

0 

0 

Ri 

R. 

Ri 

Ri 

0 

0 

0 

ou 

^«) 

G=o 

j 

en  désignant  ])ar  G  le  pieiiiier  membre  de  léqualion  précé- 
dente. L'équalion  G  =  o,  jointe  aux  équations  (3),  détermi- 
nera les  u  des  génératrices  parallèles  aux  génératrices  voi- 
sines ou  renconti'ant  celles-ci;  les  génératrices  jouissant  de 
cette  propriété  sont  dites  singulières,  mais  l'équation  G  :=  o 
peut  encore  être  satisfaite  pour  les  génératrices  annulant  les 

j-  •  d(P,  Q,  R)  .  ,  ,  ,     , 

deterniinants  -r-r ciuc  nous  considérerons  eoraleinenl 

d{Ui,  Uj,  uk)   '  ° 

comme  singulières.  Lorsque  toutes  les  génératrices  sont  sin- 
gulières, la  surface  est  développable  ;  ainsi,  quand  on  a 

G  =  o, 

identiquement  la  surface  (3)  est  développable;  cette  équa- 
tion peut  donc  être  considérée  comme  celle  des  dévelop- 
pables. 

XVII.  —  Congruences. 


Deux  équations  en  ?/,,  u.^^  «3,  u-, 

(7)  P  =  o,        Q=o 

représentent    une    congruencc,    et   si    Ion   égale    à    zéro    le 
L.  —  Traité  d'Analyse,  VJI.  21 
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moment  élémentaire,  on  obtient  une  équation 

(8)  ^\],jduiduj  =  Q, 

qui  défînitles directions  <^«,  ;  duo  !  ^«3  '.  rf/^.,  dans  lesquelles 
il  faut  se  déplacer  pour  trouver  une  génératrice  située  dans  le 
même  plan  que  la  génératrice  n^,  u^,  ifs,  Uj,.  Pour  achever  de 
déterminer  les  rapports  en  question,  il  faut  adjoindre  à  (8) 
les  équations 

(  9  )  ^  P/  du,  =  0,     ^  Q'  '^"'  =  °  ; 

ces  équations  (8)  et  (9)  font  connaître  deux  systèmes  de 
valeurs  des  rapports  diii  :  f/wo  :  «fw:,  :  di/;,.  Pour  obtenir  les 
développables  du  faisceau,  il  faut  chercher  l'équation  R  =  o 
à  adjoindre  aux  équations  (7)  pour  représenter  ces  dévelop- 
pables; on  l'obtiendra  donc  en  égalant  à  zéro  le  détei^mi- 
nant  G  considéré  au  paragraphe  précédent.  L'équation 

G  =  o 

est  une  équation  en  R  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre;  l'intégrale  générale  représente  les  développables  du 
faisceau  (p.  Sao).  Il  y  a  aussi  une  intégrale  singulière  qui 
représente  l'enveloppe  des  développables  en  question,  c'est- 
à-dire  la  surface  focale. 

Nous  avons  fait  observer  que  les  équations  (8),  (9)  avaient 
deux  solutions.  Si  l'on  exprime  que  ces  solutions  sont  con- 
fondues, on  obtiendra  la  condition  pour  que  les  deux  foyers 
de  la  génératrice  «,,  1/2-,  n-i,  if;  soient  confondus.  Pour  expri- 
mer que  (8),  (9)  ont  une  solution  double,  il  faut  éliminer  les 
du  entre  (8),  (9)  et  le  déterminant  fonctionnel  de  leurs  pre- 
miers membres  égalé  à  zéro;  au  lieu  d'égaler  ce  déterminant 
à  zéro,  on  peut  introduire  deux  nouvelles  variables  d)^,  d^ 
et  écrire  qu'il  existe  une  même  relation  linéaire  entre  les 
éléments  d'une  même  colonne,  ce  qui  fournit  les  nouvelles 
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C(|iialions 

/   Un  dui  —  Ui2  du-i  -f-  Uis  du^  -^  Un  du^,  -^  P,  dK  -f-  Q|  f/;/  ==  o, 

(10)  /     U21  <^f<l  -+-   U22<^«2  -T-  U.23  C?M3  -1-  Uo.  «^«fi  -^  P,''/).  -I     Q2  (Y;j.  =  o, 

(   U31  dui  ~  U32  dui  —  U33  rfi<3  —  U31  dU'^  -î-  P3  rZÀ  -+-  Q;j  <^/;jl  =  o. 
Oi-.  de  ((S)  et  (9),  on  lire 

(11)  a  ^  U  ,7  diii  duj  ~  d).  \^  P/  dui  -f   rfij.  \  Q,  diii  =  o  ; 

ajoulanl  alors  les  équations  (10)  après  les  avoir  iniillij)liées 
par  f/i/, ,  dii-2,  r/i/i  et  retranchant  le  résultat  de  (1  i),  on  trouve 

(12)  Uii  dui  -+-  Ui2  du2  --  Uis  dus  --  U;;  dUi  -4-  Pi  c^À  +  Q4  dij.  —  o. 
De  (i  i),  (12)  et  (9)  on  tire,  en  posant 


H 


l'équation 

(i3)  H=o, 

laquelle  exprime  que  les  foyers  sont  confondus.  Si  H  r-  i)  est 
une  identité,  les  deux  surfaces  focales  de  la  congruence  sont 
confondues  et  l'équation  H  =  o  définit  un  genre  particulier 
de  congruences,  dans  lesquelles  les  génératrices  rencontrent 
la  surface  focale  en  trois  points  confondus  et  par  conséquent 
ont  avec  la  focale  un  contact  du  second  ordre;  la  congnience 
est  donc  formée  des  asymptotes  de  Tindicatrice  d'une  même 
surface  (t.  II,  p.  4^4)  ou  des  tangentes  aux  asjmptotiques 
d'une  même  surface. 


Un 

U,2 

U,3 

Un 

Pi 

Qi 

Uo, 

U22 

U23 

U2V 

P2 

Q-2 

U3, 

U3-2 

U33 

U3; 

P3 

Q3 

U4, 

U42 

Ui3 

Uiv 

P4 

Q4 

Pi 

P2 

P3 

P4 

0 

0 

Q. 

Q. 

Q3 

Q4 

0 

0 
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XVIII.  —  Complexes. 

Une  seule  équation 

P=o 

entre  les  cooidonnées  W(,  «o,  Uj,  U;  représente  un  complexe; 
l'équation  H  =  o,  considérée  tout  à  l'heure,  définit  une  fonc- 
tion Q  telle  que  l'équation  Q  =  o  jointe  à  P  =  o  détermine 
dans  le  complexe  un  lieu  de  droites  qui  sont  les  tangentes 
inflexionnelles  d'une  surface.  Q  est  déterminé  par  une  équa- 
tion H  =  o  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  dont 
on  a  immédiatement  une  intégrale  complète  et  par  suite 
l'intégrale  générale;  il  y  aura  donc  une  infinité  de  surfaces 
ayant  leurs  tangentes  inflexionnelles  parmi  les  droites  du 
complexe. 

Cherchons  la  condition  pour  que  les  droites  d'un  complexe 
soient  tangentes  à  une  même  surface 

(I)  Z=f{X,jr). 

Soit 

j;  =  az  ^- p,         y  =^  bz  -T-  q 

une  droite  du  complexe;  pour  que  cette  droite  touche  la  sur- 
face, il  faut  que  l'équation 

(a)  z^J^az-^p.hzT-q) 

ail  une  solution  double,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  en  méine 
temps 

(3)  •  =  afi{az^p,  bz^q)^bf,{az-^p,  ùz-^q), 

formule  où  /',=  -/,  fi  =  -^-  Eliminons  la  fonction  /";  à  cet 

^  ûx    "^  ây  '^  ' 

elTet,  différentions  (2)  en  tenant  compte  de  (3),  nous  aurons 
o  =/i (^  da  ~h  dp)  -h /i{z  db  -i-  dq ) ; 
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cette  équation  se  clt'Coni]>ose  en 

el  en  éliminant  /,,  /"^  et  ::  entre  ces  équations  et  (3),  on  a 
(4)         '  ^-l^'^^o 

da        db  dp 

Telle  est  Téqualion  aux  dérivées  partielles  qui  exprime  que 
les  droites  du  complexe  touchent  une  même  surface.  Cette 
équation  prend  la  forme 

^    '  Iki  '4^  ~  ~db  ôj'>  ~  ^  ' 

quand  on  suppose  r/,  ^,/>,  q  liés  entre  eux  par  une  équation 

P(a,  b,  p,  q  )  =  o, 

l'équation  (5)  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  discriminant  de 
la  fonction  du  second  degré 

fia  dq  —  db  dp  -^  dX  rfP 

relativement  aux  variables  da,  db,  dp,  dq,  d'K,  comme  il  est 
bien  facile  de  s'en  assurer  en  écrivant  ce  discriminant  et  en 
le  développant.  Si  alors  on  change  de  variables  et  si  à  la 
place  de  a,  b,  />,  q  on  prend  des  vai'iables  quelconques, 
cette  expression  deviendra 

^Vijduidiij^dldP. 

or  le  nouveau  discriminant  est  éiral  à  l'ancien  à  un  facteur 
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près;  la  condilion  (5)  se  transforme  donc  dans  la  suivante 


(<■') 


Un  U,2  U,3  Un  P, 

U21  U22  U23  U2V  P2 

U31  U3,  U33  U3V  P3 

Uil  Uio  Ui3  Uvv  Pi 

Pi  P2  P:j  Pi  O 


Mais  revenons  à  l'équation  (5)  :  c'est  la  résultante  des  équa- 
tions 

da     __  dh  dp  dq 


C^) 


d\, 


/^N  /ô?\  rô^^ 

\dq)  \dp)  \db)         \daj 

d'où  Ion  tire 

.  da  dq  — •  dp  db 

da  ûq         ôh    dp 

L'équation  (5)  exprime  donc  que  dadq — ■  dp  db  ou  la  plus 
courte  distance  de  deux  génératrices  voisines  est  nulle  ;  l'équa- 
tion (6)  conduirait  aux  mêmes  conclusions.  Si  les  formules  (5  ) 
et  (6)  n'ont  lieu  que  pour  certaines  génératrices,  celles-ci 
seront  appelées  singulières. 

Lorsque  les  droites  d'un  complexe  sont  tangentes  à  une 
même  surface,  on  peut  trouver  cette  surface  comme  il  suit  : 

Soient  f/.r,  dy,  dz  les  composantes  d'un  déplacement 
effectué  sur  la  surface  au  point  >r,jK)  ^1  on  devra  avoir 


dx 
a 


X  =  az  -+-/», 


b    " 
y  =  bz 


I 


P  =0. 


L'élimination  de  «,  6,/?,  q  entre  ces  équations  fournira  une 
équation  entre  dx,  dy,  dz,  de  la  forme 


6(<:/x,  dy,  dz^  z  dy  — y  dz.  z  dx  —  x  dz )  =  o, 
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liomogène  par  rapport  à  dx^  dy,  dz,  zdy — jdz,  zdx  —  xdz, 
ou  plus  exactement 

/  dx    dy     z  dy  —  y  dz    z  dr  —  x  dz  \ 
\dz^  dz^  dz  '  dz  / 

Si  la  surface  tangente  au  complexe  existe,  on  devra  pouvoir 
tirer  dz  de  là  en  fonction  linéaire  de  dx  et  dy,  et  ^  sera 
fourni  par  une  équation  aux  din'érentielles  totales  ;  la  solution 
renfermera  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera  en 
exprimant  que  les  droites  du  complexe  sont  bien  tangentes  à 
la  surface  trouvée. 

Si,  par  exemple,  on  suppose 

P  =  (a/?  -4-  (^</)2  —  (a2  -^  62  -+-  \){p'-  4-  y2  —  1), 

l'équation  -i  =  o  se  réduit  à 

{x  dx  -^ y  dy  -^  z  dz)-  =  o, 

(Voix  l'on  tire  x- -'^ y- -^  c- =  const.,  et,  pour  satisfaire  à  la 
(|uestion,  il  faut  prendre  la  constante  égale  à  un. 

L'équation  (6)  a,  je  crois,  été  trouvée  par  M.  Kœnigs;  elle 
se  trouve  démontrée  dans  sa  Thèse. 

Toutes  les  droites  d'une  congruence  sont  tangentes  à  deux 
surfaces;  par  conséquent  on  peut  les  considérer  comme 
appartenant  à  deux  complexes  formés  des  droites  tangentes 
à  une  même  surface.  Donc  : 

Toute  congruence  peut  être  représentée  par  deux  équa- 
tions L  =:  o,  M  =  o  représentant  deux  complexes  de  droites 
tangentes  à  une  même  surface. 

Parmi  les  droites  cV un  complexe,  on  peut  toujours 
troui'cr  des  congruences  normales  à  une  même  surface. 

En  effet,  si  nous  considérons  une  droite 

x=^az^-p,         yr=bz-^q, 

et  si  nous  exprimons  qu'elle  est  normale  à  la  surface  décrite 
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par  le  point  x,  r,  z-,  il  faudra  que 

a  clx  -)-  h  dy  -\-  dz  ^  o\ 

or  les  équations  de  la  droite  différentiées  donnent 

dx  =  a  dz  -^  z  da  ^  dp,         dy  —  b  dz  -r-  z  db  -^  dq, 

et  en  portant  ces  valeurs  de  dx  et  dy  dans  l'équation  précé- 
dente 

dz { a'^  -^  b-  -'-  i)  -^  a  dp  -!-  b  dq  =  o. 

Si  l'on  suppose  que  la  droite  engendre  une  congruence,  pour 
que  la  surface  normale  existe,  il  faut  que  la  valeur  de  dz., 
tirée  de  là,  soit  une  différentielle  exacte,  ou  que 


dq  a^  -t-  6^  -r-  I        Op  a-  -^  b^-v-  \ 


=  o, 


ou  que 
(«2 


Jda        db\  i  da        da\       ,  ( db        db\ 

\  dq        dp  I  \  dq        dp  /  \dq        dp  / 


Supposons  les  équations  de  la  congruence  de  la  forme 
P  ^  o,        Q  =  o  ; 

en  introduisant  dans  l'équation  précédente,  à  la  place  de  -r^? 

db     da    db     ^        i  '   •     '  ru        i     r>     ■  rk 

-r-,  -  —  ,  ^— j  les  dérivées  partielles  de  r  et  l),  on  a 
dq     dp     dp  '  ^ 

'"        ""-^Xd^a^p)         d{b,q)\ 

^Yd{b,  p)         d{b,q]\  yd(a.p)         d{a,q)\' 

Si  l'on  considère  alors  wn  complexe  P  =  o,  cette  équation 
fera  connaître  Téquation  ()  r=:  o  du  complexe  oui  déterminera 
dans  celui-ci  une  congruence  de  droites  normales  à  une 
même  surface.  On  voit  qu'il  existera  une  infinité  de  faisceaux 
normaux  à  une  même  surface  parmi  les  droites  d'un  com- 
plexe. 
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XIX.    -  Application  de  la  théorie  des   complexes  à  l'intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Soit  p  =  -^)  CI  ^  —  les  dérivées  de  la  f'onclion  z  par  rai)- 
^  Ox     '         Oy  '  ' 

port  à  X  et  j',  l'équation  aux  dérivées  parlielles  du  premier 
ordre 

(1)  f{^,  J.  ^,  P,  l)  =  o 

peut  être  considérée  comme  l'équation  d'un  comjilexe,  pourvu 
que  l'on  y  joigne  l'équalion 

(  2  )  dz  =^  p  dx  -T-  q  dy. 

En  effet,  on  peut  regarder  j',  j^,  z  comme  les  coordonnées 
d'un  point  de  l'espace,  et  />,  q,  —  \  comme  les  coefficients 
directeurs  d'un  plan  passant  par  ce  point;  à  chaque  point  x, 
y,  z  correspondront  une  infinité  de  plans 

(3)  Z~  z  =  p{X~x)—q(Y—y) 

qui,  en  vertu  de  (i),  envelopperont  un  cône;  les  génératrices 
de  ce  cône,  quand  on  fera  variera:*,  i',  s,  engendreront  un 
complexe.  Pour  avoir  une  génératrice  du  cône  en  question, 
il  faudra  cliercher  la  caractéristique  du  plan  (3)  et  pour  cela 
difTércnticr  son  équation  en  laissant  x,  y,  z  constants,  ce 
qui  donnera 

(4)  dp{\  —  T)—dq{\~y)  =  o\ 

d'ailleurs  dp  et  dq  sobliendront  en  dilTérentiant  (i),  en  lais- 
sant aussi  x^y,  z  constants,  ce  qui  donne 

(5)  'Idp^->l<„~-o. 

En  éliminant  dp  et  dq  de  (3),  (4),  (5),  on  déduit  les  (-qua- 
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lions  d'une  droite  du  complexe 


(6)  ^-"       ""-^  ^-^ 


àf       ~ 
dp 

àf 

àq 

àf            àf 

dans  lesquelles  x^y^  z,  /?,  q  sont  liés  non  seulement  par  la 
relation  (i),  mais  encore  par  la  relation  finie  que  Ton  sup- 
pose exister  entre  x,j-,  z-  en  vertu  de  la  relation  (2).  Nous 
sommes  en  présence  du  complexe  des  tangentes  à  une  même 
surface,  et  l'intégration  de  l'équation  (i)  revient  à  la  recherche 
de  cette  surface. 

Pour  trouver  la  surface  en  question,  cherchons  d'ahord 
une  courbe  tangente  à  une  série  de  droites  du  complexe;  il 
faudra  pour  cela  exprimer  que  les  composantes  dx,  dy,  dz 
de  l'élément  de  courbe  sont  proportionnelles  aux  coefficients 
directeurs  d'une  droite  (6)  du  complexe  et  l'on  aura 


dx        dy  dz 

(7) 


à£         dj_  à£  ^  ^   dl' 

dp  dq        ^    dp  àq 


ce  sont  les  équations  différentielles  des  courbes  cherchées, 
et  par  chaque  point  ^05^0»  <^o  passe  une  de  ces  courbes.  Il 
est  évident  qu'un  lieu  de  ces  courbes  sera  une  sui^face  répon- 
dant à  la  question. 

[Il  est  à  remarquer  que  Téquation  (2)  /j  dx  -\-  cj  dy  =  dz  se 
déduit  de  (7),  de  sorte  que  si  /?  et  ly  étaient  connus  on  en 
déduirait  le  lieu  de  nos  courbes  par  une  seule  intégration]. 
Mais  p  et  q  étant  inconnus,  ces  équations  (7)  ne  peuvent 
suffire  au  calcul  de  x  e.K.y  en  fonction  de  :;.  Or,  considérons 
les  courbes  conjuguées  de  celles  que  nous  venons  de  trouver 
sur  la  surface  cherchée;  pour  que  deux  déplacements  ùx^  oy, 
rjz  et  dx^  dy,  dz  soient  conjugués,  on  sait  que  l'on  doit 
avoir 

/■  ox  dx  -+-  s{?tx  dx  -T-  ^y  dy)  -+-  toy  dy  =  o 
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OU,  si  l'on  veut, 

(  8  )  o/>  dx  —  o<7  dy  —  o, 

(  9  )  o.r  dp  —  oy  dcj  =  o  ; 

mais  on  a,  en  difTérenlianl  (i), 

^  \<)x       ^    Oz)  ^  i)y        '  Oz)  -^        dp    '         dq     ^ 

Or  (8),  en  varia  Je  (7)  donne, 

^  ^jp  —  -f  oq  =0: 
Op  oq     ^ 

(10)  se  réduit  alors  à 

(df         df\^        (df  df\^ 

\Tx-^Pô-zr^[-é'^'^Tzry='' 

ou,  en  vertu  de  (9),  ei 


(M) 


\dx      ^  dzl        dy       ^  dz ^ 


dp  ~~         dq 

cette  équation,  jointe  à  (i)  et  à  (-),  déterminera  les  courbes 
cherchées,  en  vertu  de  l'équation  obtenue  en  différentiant  (1), 
à  savoir 

le  système  (7),  (i  i)  peut  s'écrire 

dx        dy  dz  dp  dq 

dp         dq  dp  dq  dp  dq 

Ces  équations  font  connaître  />,  q  et  les  équations  des  courbes 
cherchées.  En  effet,  supposons-les  intégrées  et  soient 

'■?i(^)  y^  ->  ^0,  yo^  ^ô,  p,  g,  po,  qo)  =  o, 
leurs  quatre  intégrales,  obtenues  eu  faisant  intervenir  l'équa- 
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tion  (ij;  l'élimination  de.  p  el  q  fournira  les  courbes  clier- 
chées  sous  la  forme 

^{■^1  y,   -,  •^0.  J'O,   -0,  7^0,   ^0  I  =o, 

0, =  o. 

Si  entre  ces  équations  et 

/(^o,  7o,  -0,  />o,  go)  =  o 

on  élimine  /j>o  et  ^y?  oii  aura  une  solution  de  la  question  ;  c'est 
la  solution  complète,  il  est  clair  qu'on  en  aura  une  autre  en 

posant  ZQ=^Tjs[yA   et  q^^  ~ —  et  en   éliminant  toutes  les 
constantes. 


XX.  —  Note  historique  sur  la  théorie  des  droites. 

J^a  théorie  des  congruences  a  été  créée  par  Monge,  qui  a 
fait  connaître  leur  propriété  fondamentale  (^3Ii'inoires  de 
l'Académie  des  Sciences  pour  1781)  et  la  théorie  des  nor- 
males à  une  même  surface  {Application  d'Analyse  et  de 
Géométrie,  Théorie  des  déblais  et  des  remblais).  La  théorie 
des  complexes  a  été  créée  par  Malus  en  1 807.  Voici  la  liste  des 
travaux  que  l'on   peut  consulter  sur  la  théorie  des  droites. 

Ilamilton  [T/ieory  of  Systems  o/rays  (Iris/i  Acad.  Trans- 
actions, t.  XV,  XVJ,  XVII)];  Kummer  [Nom-.  Annales 
de  Mathém.,  1860-61-62);  Pliicl\er  [Neue  Géométrie  des 
lianmes,  Leipzig,  1869);  Rlein  [Math.  Annalen,  t.  II  et  V); 
Picard  (Thèse);  Kœnigs  (Thèse,  1882);  Ribaucour  (Mé- 
moire couronné  par  l'Académie  de  Belgique,  déjà  cité); 
Genty  [Mémoire  où  la  théorie  des  complexes  est  établie  à 
l'aide  du  Calcul  des  quaternions  [Journal  de  Mathém.  pures 
et  appliquées,  t.  VIII,  3*^  série,  1882)];  Léauté  (Thèse). 
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EXERCICES  ET  NOTES. 

1.  Deux  équations  de  la  forme  suivante  où  a,  b  sont  des  para- 
mètres arbitraires 

o(.r,  j)',  G,  a^  b )  —  o,  'kK^'i  J'i  ->  "i  6  ;  =  O 

représenlciit  un<;  coni^ruence  de  courbes. 

2.  Les  courbes  d'une  congruence  peuvent  être  associées  de  manière 
à  former  des  surfaces  passant  par  une  même  courbe  (c);  il  existe 
sur  (c)  un  certain  nombre  de  points  pour  lesquels  les  surfaces  en 
question  ont  le  même  plan  tangent.  Ces  points  sont  dits  points 
focaux.  Le  lieu  des  points  focaux  est  la  surface  focale. 

'i.  Si  l'on  assemble  les  courbes  d'une  congruence  de  manièn; 
qu'elles  aient  une  enveloppe,  cette  enveloppe  fera  partie  de  la  sur- 
face focale. 

4.  Les  courbes  d'une  congruence  touchent  la  surface  focale. 


Conclusion. 

Je  crois  devoir  lennlncr  ici  ce  que  j'appellerai  lu  partie 
didactique  de  TAnalyse. 

Qu'il  me  soit  permis  maintenant  de  remercier  iM.  Cour- 
celles,  qui  a  bien  voulu  me  prêter  son  gracieux,  concours  pour 
la  correction  des  épreuves  des  derniers  Volumes,  et  surtout 
MM.  Gauthier-Villars,  sans  l'aide  desquels  je  n'aurais  jamais 
pu  mener  à  bonne  lin  la  publication  de  mon  Travail. 
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